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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
En Teor´ıa Cua´ntica de Campos y Meca´nica Estad´ıstica, el ca´lculo de mag-
nitudes f´ısicas al orden de “1-loop” esta´ relacionado con la evaluacio´n de
determinantes funcionales de operadores diferenciales.
Es bien sabido que cuando las configuraciones de los campos esta´n sujetas
a condiciones de contorno, sus fluctuaciones cua´nticas son alteradas de un
modo fundamental. En efecto, a partir del trabajo de Casimir [1] ha habido
cada vez ma´s evidencia de la importancia de los efectos de los contornos
sobre la estructura del vac´ıo de los sistemas confinados.
En la presente tesis se desarrollan y aplican me´todos para el ca´lculo
de determinantes funcionales de operadores diferenciales que actu´an sobre
funciones definidas en regiones acotadas, en el borde de las cuales satisfacen
condiciones de contorno el´ıpticas. Por tratarse de problemas en regiones
compactas este tipo de ca´lculo se encuentran naturalmente relacionado con
la consideracio´n de sistemas a temperatura no nula.
La evaluacio´n de este tipo de determinantes ofrece dificultades. Por
ejemplo, el problema de autovalores de un operador diferencial diagonal
define una sucesio´n no acotada. Esto hace necesaria la introduccio´n de
te´cnicas de regularizacio´n para la extraccio´n de resultados finitos.
Segu´n se vera´ en esta tesis, la evaluacio´n de determinantes de cocientes
de operadores diferenciales el´ıpticos sometidos a distintas condiciones de
contorno pueden ser relacionados con los p−determinantes [2] de ciertos
operadores pseudodiferenciales, introducidos por R. Forman [3]. Estos esta´n
enteramente definidos por el hecho de que vinculan valores de borde de las
funciones en el nu´cleo del operador diferencial, proyectados por operadores
de diferentes condiciones de contorno.
Los mencionados determinantes de cocientes, esta´n vinculados con co-
cientes de funciones de particio´n o, de manera equivalente, con diferencias de
energ´ıas libres de sistemas que satisfacen distintas condiciones en el borde.
Los determinantes o energ´ıas libres que son tomados como referencia
deben ser estudiados mediante te´cnicas complementarias. En el Cap´ıtulo 3
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se introducira´n relaciones entre derivadas de los determinantes a calcular re-
specto de para´metros adecuadamente elegidos (en este caso la temperatura)
y trazas que involucran a la funcio´n de Green que satisface las condiciones
de contorno del problema.
Si bien el conocimiento de la funcio´n de Green no alcanza para recon-
struir la resolvente del operador (cuyos puntos singulares constituyen el es-
pectro), la informacio´n que ella contiene es suficiente para la evaluacio´n del
determinante.
Como ejemplo de aplicacio´n se han utilizado esas te´cnicas para el estudio
de modelos efectivos para las interacciones fuertes.
Si bien la Cromodina´mica cua´ntica (Q. C. D. ) es la teor´ıa que describe
las interacciones fuertes, la deduccio´n a partir de ella de una de sus carac-
ter´ısticas fundamentales, el confinamiento, resulta enormemente dificultosa.
Esto ha motivado la introduccio´n de modelos efectivos que lo incluyen de
manera expl´ıcita. De este modo, han sido extensamente estudiados los lla-
mados modelos de la bolsa, en los que los campos con grados de libertad de
color son no nulos so´lo en regiones acotadas del espacio, al tiempo que son
sometidos a condiciones de contorno elegidas de modo de evitar el flujo de
color al exterior.
Una de las primeras variantes de este tipo de modelos constituye la
llamada bolsa de M. I. T. En ella los quarks y gluones confinados satisfacen
condiciones de contorno que definen un problema el´ıptico de borde, anulando
el flujo de la corriente de color a trave´s del borde de la cavidad.
Los ca´lculos del Cap´ıtulo 3 permiten la evaluacio´n de la energ´ıa libre de
campos fermio´nicos y de gauge confinados bajo este tipo de condiciones de
contorno. El tratamiento utilizado permite el aislamiento de las divergencias
que, tal como se vera´, corresponden a contribuciones a la energ´ıa de Casimir
del modelo (T = 0).
Si bien la bolsa de M. I. T. ha sido muy exitosa en la descripcio´n de ciertas
propiedades de los hadrones (tales como el espectro de masas), presenta la
dificultad de romper la simetr´ıa axial que los fermiones exhiben cuando sus
masas son nulas.
El modelo de la bolsa no ha sido el u´nico intento para la descripcio´n de
los bariones. Sus propiedades de bajas energ´ıas pueden ser representadas
mediante el modelo boso´nico efectivo de Skyrme [4, 5].
La propuesta ma´s refinada de este tipo de sistemas corresponde al lla-
mado modelo de dos fases, que considera una bolsa de quarks y gluones
rodeada por el “halo” de un skyrmio´n, conjugando la libertad asinto´tica
de los grados de libertad fundamentales de la Q. C. D. con la conservacio´n
del flujo de la corriente axial a trave´s del borde de la cavidad. En este
caso, los fermiones esta´n acoplados al campo boso´nico externo mediante las
condiciones de contorno [6, 7].
Mediante el me´todo de los p−determinantes del Cap´ıtulo 2 pudo es-
tudiarse la diferencia entre la energ´ıa libre de la bolsa de M. I. T. y la
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correspondiente a fermiones acoplados a un solito´n del modelo de Skyrme,
teniendo control de la sustraccio´n de singularidades necesaria para dar sen-
tido al modelo.
En el Cap´ıtulo 4 se aplican los resultados obtenidos para el caso de la
bolsa de M. I. T. al modelo de una gota de quarks y gluones (confinados
gracias a una presio´n fenomenolo´gica externa), y posteriormente al modelo
de dos fases. Cabe destacar que en el l´ımite de temperatura cero, la energ´ıa
del modelo h´ıbrido ha mostrado una marcada independencia del radio de la
cavidad, a tono con el llamado “esquema del gato de Cheshire” para este
tipo de modelos.
El estudio a temperatura finita de estos modelos efectivos es de intere´s
actual, en relacio´n con la posibilidad de descripcio´n de mecanismos con-
ducentes a transiciones de fase deconfinantes. La existencia de un nuevo
estado de la materia llamado “plasma de quarks y gluones” esta´ siendo ex-
haustivamente analizada, sobre todo teniendo en cuenta que las eventuales
temperaturas de deconfinamiento no esta´n lejos de los l´ımites experimentales
actuales (100MeV ≤ TC ≤ 200MeV).
En ese sentido, en el Cap´ıtulo 4 se estudia la posibilidad de aplicar el
tipo de ca´lculos presentados en esta tesis a la determinacio´n de transiciones
deconfinantes.
En los casos hasta aqu´ı sen˜alados se ha considerado el ca´lculo de energ´ıas
libres de Helmholtz como funcio´n de la temperatura y del radio de la cavidad.
Sin embargo, el fijado del nu´mero bario´nico en valor medio es un ingrediente
necesario en un modelo realista.
En el Cap´ıtulo 5 se ha introducido un potencial qu´ımico no nulo en un
modelo simplificado de fermiones confinados, mediante la imposicio´n de par-
ticulares condiciones de contorno en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo. Esto
conduce nuevamente a la evaluacio´n de determinantes funcionales mediante
las te´cnicas descritas. Este tipo de ca´lculo puede , en principio, ser extendido
a sistemas ma´s realistas en 3 + 1 dimensiones.
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Cap´ıtulo 2
Determinantes y valores de
borde
En Teor´ıa Cua´ntica de Campos el ca´lculo de ciertas magnitudes f´ısicas esta´
relacionado con la evaluacio´n de determinantes funcionales. Usualmente,
e´stos corresponden a determinantes de operadores diferenciales definidos en
una variedad compacta o compactificada.
La definicio´n de tales determinantes no es una tarea trivial si se considera
que el problema de autovalores de un operador diferencial define, en general,
una sucesio´n no acotada para los mismos. Se hace entonces necesaria la
introduccio´n de mecanismos de regularizacio´n, tanto para la extraccio´n de
resultados finitos como para la obtencio´n de magnitudes derivadas de dichos
determinantes.
Si bien el ana´lisis de un determinante funcional puede resultar compli-
cado, la consideracio´n de cocientes de los mismos, como se vera´ en la presente
seccio´n, puede ofrecer una dificultad menor. Por ejemplo, R. Forman [3] ha
establecido una relacio´n entre el cociente de determinantes (regularizados
segu´n el esquema de la funcio´n ζ del operador) con los valores de borde de
las funciones en el nu´cleo del operador diferencial en cuestio´n. Esto repre-
senta una considerable simplificacio´n, dado que el conocimiento del nu´cleo
(y de los valores de borde de las funciones del mismo) es, en general, ma´s
sencillo que el ana´lisis del problema de autovalores. En esta aproximacio´n
todo el estudio del cociente de determinantes se restringe a un ana´lisis en el
borde de la variedad considerada.
El resultado de Forman se aplica al caso de operadores diferenciales
el´ıpticos cuyos cocientes admiten un determinante de Fredholm, lo cual re-
stringe claramente su campo de aplicacio´n.
Una versio´n menos restrictiva fue desarrollada por O. Barraza, H. Fa-
lomir, R. E. Gamboa Sarav´ı y E. M. Santangelo [2]. En efecto, existe en-
tonces una relacio´n similar entre el determinante de cocientes de operadores
el´ıpticos y valores de borde de funciones del nu´cleo del operador diferencial,
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cuando se consideran las versiones regularizadas usualmente denominadas
p-determinantes.
A continuacio´n se expondra´n tales me´todos para la evaluacio´n de co-
cientes de determinantes de operadores diferenciales en regiones con borde.
En la seccio´n 2.2 del presente cap´ıtulo se considerara´ un ejemplo simple
para mostrar co´mo se aplican estas te´cnicas. Por u´ltimo, en la seccio´n 2.3
se analizara´ un ejemplo ma´s complicado, relacionado con ca´lculos de intere´s
en Teor´ıa de Campos y Meca´nica Estad´ıstica.
2.1 Revisio´n del me´todo del operador de Forman
2.1.1 Operadores el´ıpticos y determinantes
Resulta conveniente hacer una resen˜a de conceptos generales de los me´todos
funcionales que se aplicara´n.
Se considera una variedad suave Ω de dimensio´n k, cuyo borde identifi-
caremos con ∂Ω. Sobre tal variedad se dispone un espacio vectorial complejo
(fibrado) E. Se identifican por f(x) las funciones de tal espacio vectorial
tomadas en el punto x de la variedad.
Un operador diferencial de orden n puede expresarse como
Lf =
∑
|α|≤n
aα(x)Dαxf,
donde aα(x) es una matriz de r × r (r es el rango de E),
α = (α1, α2, . . . , αk), con αk ∈ Z+,
|α| =
k∑
i=1
αi,
Dαx =
(
−i ∂
∂xα11
)
· · ·
(
−i ∂
∂xαkk
)
.
Conviene definir el s´ımbolo del operador diferencial a trave´s de
σ(L) =
∑
j≤n
σj(x, ξ) =
∑
j≤n
∑
|α|=j
aα(x)ξα
 ,
donde ξα = ξα1ξα2 . . . ξαk . El operador diferencial considerado es el´ıptico si
el s´ımbolo principal, σn(x, ξ), es invertible para ξ 6= 0.
Debe introducirse la nocio´n de condicio´n de contorno. Si ν es un vector
ortogonal al borde en cada punto del mismo, se puede definir una aplicacio´n
de las funciones f(x) sobre n copias del espacio vectorial E a trave´s de
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[Tf ](x) =
(
f(x),
∂f(x)
∂ν
, . . . ,
∂n−1f(x)
∂νn−1
)
parax ∈ ∂Ω,
llamada traza de la funcio´n f .
Se define la condicio´n de contorno B como la pertenencia a un subespacio
TB del definido por la aplicacio´n T . Se dice que f satisface la condicio´n de
contorno B si T (f) ∈ TB.
La nocio´n de elipticidad incluye a las condiciones de contorno. Se define
LB como el operador diferencial L actuando sobre funciones que satisfacen
las condiciones de contorno B1. Si LB es el´ıptico admite una resolvente
(LB − λ)−1.
En lo que sigue se define el determinante de un operador diferencial
el´ıptico LB. Si se considera la matriz cuadrada de dimensio´n finita M , de
autovalores λi, puede demostrarse
− log detM = d
ds
(∑
i
λ−s
)∣∣∣∣∣
s=0
=
d
ds
tr
(
M−s
)∣∣∣∣
s=0
. (2.1)
Por analog´ıa con este resultado se define el determinante de un ope-
rador diferencial diagonalizable. Dado que los autovalores de un operador
de ese tipo crecen sin l´ımite, la suma involucrada no converge cerca de
s = 0. Sin embargo, la traza TrL−s resultara´ convergente para <(s) su-
ficientemente grande. R. Seeley [8] demostro´ que esta funcio´n de s puede
continuarse anal´ıticamente como una funcio´n meromorfa a todo el plano
complejo, eventualmente con polos simples en diferentes valores de s que
dependen del orden del operador y de la dimensio´n de la variedad, pero que
(para el caso de condiciones de contorno locales) es regular en s = 0 [8].
Para aplicar la definicio´n (2.1) al caso de un operador diferencial (posi-
blemente no diagonalizable) debe entenderse el significado de su potencia
compleja L−sB de la siguiente manera. Siendo LB un operador diferencial
el´ıptico, si su espectro no ocupa todo el plano complejo [9], entonces es dis-
creto. En consecuencia, existe un rayo, {reiθ : r ∈ R+}, definido de modo
que no haya sobre e´l autovalores. Recordando la formula de Cauchy
f(z) = − 1
2pii
∫
Γ
f(λ)
λ− z dλ,
donde f es anal´ıtica en el interior de la curva cerrada Γ y z esta´ dentro de
Γ, se define la funcio´n f del operador LB a trave´s de
f(L) = − 1
2pii
∫
Γ
f(λ)(LB − λ)−1 dλ. (2.2)
1Notar a partir de ahora la diferencia entre L y LB
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Fig. 2.1: Curva Γ (para semieje imaginario positivo libre de autovalores)
La curva Γ de esta fo´rmula se muestra en la figura 2.1 y puede entenderse
que encierra a todo el espectro de LB. La ausencia de autovalores sobre el
rayo elegido asegura la analiticidad de la resolvente sobre la curva Γ.
En base a (2.2), la potencia compleja del operador diferencial LB se
define como
L−sB = −
1
2pii
∫
Γ
λ−s(LB − λ)−1 dλ, (2.3)
mientras que el determinante queda definido como
− logDetLB ≡ d
ds
Tr(L−sB )
∣∣∣∣
s=0
= ζ ′LB (s = 0), (2.4)
donde se ha sugerido la analog´ıa con la funcio´n ζ de Riemann.
La definicio´n del determinante v´ıa su funcio´n ζ no es la u´nica posible.
En principio, cualquier regularizacio´n que preserve las simetr´ıas fundamen-
tales del problema es igualmente aceptable. En efecto, ma´s adelante se
introducira´n versiones en las que se apela a un mecanismo diferente de reg-
ularizacio´n, que emplea lo que se denomina p−determinantes. Entre ambas
definiciones habra´ diferencias atribuibles a renormalizaciones finitas. Se vera´
que en el caso de los p−determinantes pueden establecerse propiedades for-
males que facilitan su ca´lculo.
2.1.2 Problemas de valores de borde
Se analizara´n a continuacio´n dos tipos de problemas de condiciones de con-
torno. En primer lugar se considerara´ el problema inhomoge´neo
Lf = g
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BTf = 0 (2.5)
cuya solucio´n esta ligada a la existencia de la funcio´n de Green del operador
LB. Por otra parte, conviene tener en cuenta el problema homoge´neo
Lf = 0
BTf = h (2.6)
relacionado con el nu´cleo de Poisson del operador LB, definido como la
aplicacio´n PB que vincula
f(x) = PBh(x) (2.7)
En lo que sigue se considerara´n familias de operadores diferenciales de-
pendientes de un para´metro que se designara´ por µ. Se considerara´n dos
condiciones de contorno, que en notacio´n simplificada se identificara´n por A
y B, representando la pertenencia del valor de borde Tf a los subespacios
TA y TB respectivamente.
Conviene resen˜ar ciertas propiedades interesantes del operador de Pois-
son, demostradas en el Lema 1.4 de la referencia [3]
Lema 1 (Forman)
1. ddµPB = −L−1B ∂L∂µPB,
2. PAAT (−L−1B ) = L−1A − L−1B .
La primera parte del lema es de inmediata demostracio´n, segu´n puede
verse en [3]. En cuanto al punto 2, requiere considerar que funciones de
Green correspondientes al mismo operador diferencial pero que satisfacen
distintas condiciones de contorno difieren a lo sumo en una funcio´n en el
nu´cleo del operador.
Ya se ha introducido la definicio´n del determinante-ζ de un operador
diferencial. Tal como se ha dicho y se vera´ a lo largo de la presente seccio´n,
resulta ma´s conveniente, para el tipo de desarrollos que se considerara´n, la in-
troduccio´n de otras versiones de regularizacio´n denominadas p−determinan-
tes.
Para entender su definicio´n conviene ver algunas propiedades, fa´cilmente
verificables, del determinante de una matriz M de dimensio´n finita. En
efecto
log det(1−M) = tr log(1−M) = −tr
∞∑
n=1
Mn
n
, (2.8)
donde se ha utilizado el desarrollo de Taylor del logaritmo. En este caso
matricial, el ca´lculo del p−determinante consiste en la eliminacio´n de los
(p−1) primeros te´rminos en la traza de la serie (2.8). No´tese que si se tratara
de operadores (acotados) tales te´rminos resultar´ıan en general divergentes.
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Puede escribirse
log detp(1−M) = −tr
∞∑
n=p
Mn
n
= −
∫
γ
zp−1 dz tr
{
Mp(1− zM)−1
}
, (2.9)
donde γ es una curva del plano complejo que va de 0 a 1 evitando las inversas
de los autovalores de M .
Esta u´ltima expresio´n, extendida al caso de un operador acotado 1−M
es la definicio´n de su p−determinante [10], siempre que Tr|M |p <∞, donde
|M | = (M †M)1/2. En esas condiciones puede demostrarse que la serie en
(2.9) converge [10].
Si M es una funcio´n diferenciable del para´metro µ, de (2.9) puede de-
ducirse
d
dµ
log detp(1−M) = −tr
[
Mp−1(1−M)−1 d
dµ
M
]
. (2.10)
Se utilizara´ la expresio´n (2.10) para analizar el comportamiento del ope-
rador pseudodiferencial L−1B (µ)LA(µ)L
−1
A (0)LB(0), que resultara´ interesante
por razones que se entendera´n ma´s adelante. Puede demostrarse [11, Ec.(7)]
d
dµ
log detp
(
L−1B (µ)LA(µ)L
−1
A (0)LB(0)
)
= tr
[(
L−1A (µ)− L−1B (µ)
) (
1− LA(µ)L−1A (0)LB(0)L−1B (µ)
)p−1
L′(µ)
∣∣
KerL
]
.
(2.11)
Debe notarse que la traza del segundo miembro se calcula con la derivada
L′ = ∂L∂µ tomada sobre funciones en el nu´cleo de L. Sabemos que el operador
de Poisson establece un isomorfismo entre los valores de borde proyectados
y las funciones del nu´cleo. No resultara´ extran˜a entonces la posibilidad del
ca´lculo del determinante en te´rminos de los valores de borde proyectados
(resultado principal de la referencia [3]).
De la aplicacio´n de las propiedades del lema 1, siguiendo lo realizado en
[2, Ec.(12)], se obtiene la relacio´n que involucra al operador de Poisson del
operador diferencial(
L−1A (µ)− L−1B (µ)
) [
LA(µ)L−1A (0)LB(0)L
−1
B (µ)
]
= PB(µ)BTPA(0)AT
(
L−1A (µ)− L−1B (µ)
)
. (2.12)
Reemplazando en (2.11) se obtiene
d
dµ
log detp
(
L−1B (µ)LA(µ)L
−1
A (0)LB(0)
)
=
Tr
[
PB(µ) (1−BTPA(0)ATPB(µ))p−1BT
(
L−1A (µ)− L−1B (µ)
)
L′(µ)
∣∣
KerL
]
.
(2.13)
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Utilizando nuevamente propiedades del Lema 1, y considerando el iso-
morfismo entre valores de borde proyectados y las funciones del nu´cleo,
d
dµ
log detp
(
L−1B (µ)LA(µ)L
−1
A (0)LB(0)
)
= Tr
[
(1−BTPA(0)ATPB(µ))p−1 (BTPA(µ)) (ATPB(µ))
′∣∣∣
TB
]
. (2.14)
Se define finalmente el operador introducido por R. Forman [3]
ΦAB(µ) = ATPB(µ), (2.15)
a trave´s del cual se expresa la versio´n integrada de (2.14) como
Teorema 1 (Barraza et al.)
detp
(
L−1B (µ)LA(µ)L
−1
A (0)LB(0)
)
= detp
(
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
)
.
El resultado del Teorema 1 [2, Ec.(17)] es la generalizacio´n del de R. For-
man en [3]. Este u´ltimo puede expresarse como
detζLA(µ)detζLB(0)
detζLB(µ)detζLA(0)
= det1
(
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
)
, (2.16)
que esta´ restringido a la existencia del determinante 1 (de Fredholm).
Si, tal como se hara´ en las secciones siguientes, el ca´lculo de determi-
nantes es necesario en el marco de Teor´ıas Cua´nticas de Campos, adema´s de
introducir un mecanismo de regularizacio´n como el estudiado debe consid-
erarse la renormalizacio´n de las divergencias encontradas. En el caso en que
exista el detpM , pero no as´ı su (p− 1)−determinante, resultan divergentes
las (p − 1) primeras trazas que se han sustra´ıdo del desarrollo formal de la
tr log(1−M) en serie de potencias de M . As´ı como el p−determinante del
cociente de operadores estudiado puede ponerse en te´rminos del operador de
Forman definido en el borde, resultar´ıa interesante una relacio´n formal entre
las trazas divergentes y sus similares en te´rminos del operador de Forman.
Si existiese el (p− 1)−determinante valdr´ıa la relacio´n
detp(1−M) = exp
(
1
p− 1trM
p−1
)
detp−1(1−M), (2.17)
de la cual, haciendo uso del resultado del Teorema 1, se concluir´ıa que
Tr
[(
1− L−1B (µ)LA(µ)L−1A (0)LB(0)
)p−1]
= Tr
[(
1− Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
)p−1]
.
(2.18)
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Ahora bien, si el (p − 1)−determinante de estos operadores no existe,
e´sta puede entenderse como una relacio´n formal entre trazas divergentes,
que permitira´ su ana´lisis en te´rminos de ΦAB para la renormalizacio´n.
El resultado de Teorema 1 y (2.18) constituyen la base para el ana´lisis
del determinante de cocientes de operadores diferenciales que resultan de
intere´s en Teor´ıa de Campos, relacionando estos objetos con operadores
pseudodiferenciales definidos enteramente por su accio´n sobre funciones que
son valores de borde de soluciones de ecuaciones homoge´neas, proyectados
por dos condiciones de contorno diferentes. Partes totalmente finitas se
extraen de la utilizacio´n del Teorema 1, mientras que ulteriores regulariza-
ciones (por ejemplo regularizaciones anal´ıticas) en (2.18) permiten aislar las
singularidades a renormalizar.
En la seccio´n siguiente se utilizara´ esta te´cnica, a modo de ejemplo,
para el estudio del determinante del laplaciano en un disco bajo distintas
condiciones de contorno.
2.1.3 Condiciones de contorno dependientes de un para´me-
tro
Antes de pasar a los ejemplos de aplicacio´n del me´todo desarrollado conviene
considerar un caso en el que son los operadores de condiciones de contorno
(y no el operador diferencial) los que resultan dependientes del para´metro
µ.
Se tiene ahora el problema homoge´neo Lf = 0 y los valores de borde
proyectados por los operadores de condiciones de contorno dados por
A(µ)Tf = AT (U−1(µ)f) B(µ)Tf = BT (U−1(µ)f),
donde se ha introducido la transformacio´n regular dependiente del para´me-
tro µ, U−1(µ).
Para hacer uso de los resultados de la seccio´n anterior conviene considerar
la transformacio´n ϕ = U−1f que da lugar a
Lf = 0 → U−1LUϕ = 0
AT (U−1f) = h → ATϕ = h. (2.19)
Las expresiones de la derecha definen el operador LA(µ) = (U−1LU)A =
U−1LAU−1U . Segu´n esta´ demostrado en [2] y [11, Teor. 2], los resultados de
la seccio´n anterior pueden extenderse a operadores del tipo de LA.
Reemplazando LA(µ) por su definicio´n, se obtiene
detp
[
U−1L−1BU−1LAU−1UL−1A LB
]
= detp
[
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
]
, (2.20)
donde ahora el operador de Forman vincula los valores de borde proyectados
segu´n
ΦAB(µ)BTU−1f = ATU−1f (2.21)
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si Lf = 0.
2.2 Laplaciano en el disco
Para entender el me´todo desarrollado en la seccio´n 2.1 conviene revisar un
ejemplo sencillo de ca´lculo, tomado de [2].
El operador diferencial que se estudia es el operador de Helmholtz
L = −∇2 + λ2 (2.22)
definido en un c´ırculo de radio R. Se considera, entonces, la accio´n de L
sobre funciones f(r, θ).
Las condiciones de contorno corresponden a la proyeccio´n de los valores
de borde de la funcio´n f ,
Tf =
(
f(R, θ)
∂rf(R, θ)
)
,
por operadores de borde A y B definidos como
ATf = (1, a) · Tf = a∂rf(R, θ) + f(R, θ)
BTf = (1, 0) · Tf = f(R, θ).
Tal como se sugirio´ en 2.1.3, se impone la dependencia de las condiciones
de contorno en un para´metro µ, a trave´s de la transformacio´n regular U−1(r),
que en este caso se elige de modo que U−1(R) = 1 y ∂rU−1(R) = −µ.
La accio´n de los operadores de condiciones de contorno A(µ) y B(µ) es
A(µ)Tf = ATU−1f = a∂rf(R, θ) + (1− µa)f(R, θ) (2.23)
B(µ)TF = BTU−1f = f(R, θ). (2.24)
Respecto de estas expresiones, notar que para el problema inhomoge´neo
Lf = g, la imposicio´n de BTU−1f = 0 corresponde a condiciones de con-
torno del tipo Dirichlet, mientras que ATU−1f ∣∣µ=1/a = 0 esta´ relacionado
con las condiciones de contorno tipo Neumann.
Volviendo al ca´lculo del determinante, segu´n se ha desarrollado en la sec-
cio´n 2.1, se hace necesaria la construccio´n del operador de Forman, ΦAB(µ).
Se hara´ uso de la expresio´n (2.21) que vincula valores de borde de funciones
del nu´cleo de L.
Un hecho relevante para este ejemplo y las aplicaciones futuras es la
determinacio´n de una base discreta para el nu´cleo de L. Su bu´squeda se
hace a trave´s del estudio de las simetr´ıas del operador L y de los operadores
de condiciones de contorno. Para el ca´lculo del operador de Forman se puede
restringir el ana´lisis a la consideracio´n de los correspondientes subespacios
invariantes. Si se logra la separacio´n en bloques del operador de Forman, el
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estudio de las trazas singulares (2.18) y del p−determinante del Teorema 1
se simplifica notablemente.
Para el operador diferencial en estudio conviene considerar la base{
Ψk(r, θ) = Ik(λr)eikθ, k ∈ Z
}
donde se ha introducido la periodicidad en el a´ngulo θ. La ecuacio´n radial
se reduce a la ecuacio´n diferencial de Bessel, y debido a e´sto aparecen las
funciones de Bessel modificadas Ik(λr).
De acuerdo a la expresio´n (2.21), el operador de Forman relaciona valores
de borde proyectados por dos operadores de condiciones de contorno. Para el
caso de problemas el´ıpticos de borde, el operador de Poisson PA(µ) (PB(µ))
establece un isomorfismo entre el valor de borde proyectado TA(µ) (TB(µ))
y el nu´cleo de L. En tal caso, las proyecciones de una base del nu´cleo dan
lugar a bases para TA(µ) y TB(µ), que identificaremos por
h
′
k(θ) = ATU−1Ψk =
[
aλI
′
k(λR) + (1− µa)Ik(λR)
]
eikθ (2.25)
hk(θ) = BTU−1Ψk = Ik(λR)eikθ. (2.26)
La linealidad del operador de Forman hace que aplique hk en h
′
k, por lo
que en esta base resulta diagonal,
ΦAB(µ) =
∑
k,k′
ΦAB,k,k′ (µ) |k〉
〈
k
′ | , (2.27)
con
ΦAB,k,k′ (µ) =
[
(1− µa) + aλI
′
k(λR)
Ik(λR)
]
δkk′ . (2.28)
La combinacio´n que aparece en Teor. 1 y en (2.18), toma la forma
(
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
)
kk′
=
1− µa
1 + aλ I
′
k
(λR)
Ik(λR)
 δkk′ . (2.29)
De acuerdo a lo desarrollado en la seccio´n 2.1 habra´ que fijar el valor de
p para el cual el p−determinante existe. En la referencia [11] se demuestra
que ello ocurre para todo p ≥ n, donde n es la dimensio´n de la variedad
considerada2. Para su determinacio´n en el presente caso debe analizarse
tr
(
1− Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
)p−1
. Del comportamiento a grandes o´rdenes de las
funciones de Bessel Ik se tiene(
1− Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
)
' µR|k| δkk′ . (2.30)
2Ocasionalmente, dependiendo del problema, puede ocurrir que tambie´n exista para
algu´n valor de p < n
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De este modo, para p = 2 existe el determinante y no existe el determi-
nante de Fredholm. Ese comportamiento asinto´tico permite incluso separar
la parte divergente de Tr
[
1− Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
]1
de sus partes finitas (que en
un problema f´ısico no debera´n ser descartadas).
El ana´lisis anterior podr´ıa haberse realizado equivalentemente conside-
rando los te´rminos que conducen a divergencias en la expresio´n
log det
[
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
]
= tr log
[
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
]
=
∞∑
k=−∞
log
[(
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
)
kk
]
. (2.31)
En los ca´lculos que siguen se utilizara´ esta segunda variante a fin de deter-
minar partes divergentes y el valor de p necesario.
En base a la expresio´n del Teor. 1
det2
(
L−1B (µ)LA(µ)L
−1
A (0)LB(0)
)
= det
(
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)exp
{
1− (Φ−1AB(0)ΦAB(µ))
})
=
∞∏
k=−∞
1− µa
1 + aλ I
′
k
(λR)
Ik(λR)
 exp
 µa1 + aλ I′k(λR)Ik(λR)
 . (2.32)
Si bien en este caso ha resultado p = n = 2, tal como se vera´ en otras
aplicaciones existen circunstancias propias de cada problema que pueden
hacer menor el valor del p necesario.
Habiendo adquirido experiencia en la construccio´n del operador de For-
man, se atacara´ en la seccio´n 2.3 un caso de mayor intere´s en Teor´ıa de
Campos: la bolsa quiral en 3 + 1 dimensiones.
2.3 Bolsa quiral en 3 + 1 dimensiones
2.3.1 Energ´ıa libre de la bolsa quiral (definicio´n)
En esta seccio´n se aplicara´n los me´todos descritos al ca´lculo de la energ´ıa
libre de un campo fermio´nico sin masa confinado en el interior de una cavidad
esfe´rica de radio R, en equilibrio a una temperatura T = 1/β. Como se vera´
con ma´s detalle en el Cap´ıtulo 4, este sistema es uno de los ingredientes del
modelo de hadrones conocido como bolsa quiral h´ıbrida.
La funcio´n de particio´n de este sistema puede ser representada por la
integral funcional
Z =
∫
Dψ¯Dψe−SE . (2.33)
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La integracio´n funcional se realiza sobre funciones que satisfacen condi-
ciones de contorno antiperio´dicas en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo, lo que
corresponde a campos que satisfacen la estad´ıstica de Fermi–Dirac [12, 13].
SE es la accio´n eucl´ıdea del modelo, que cuenta con un te´rmino cine´tico de
volumen y otro te´rmino de borde relacionado con las condiciones de contorno
espaciales
SE =
∫ β
0
dτ
∫
r≤R
d3xψ¯i 6∂ψ− 1
2
∫ β
0
dτ
∫
r=R
d2xψ¯(e−iθ~τ.nγ5+ i 6n)ψ, (2.34)
En el modelo de la bolsa quiral las condiciones de contorno acoplan el
campo fermio´nico a un campo externo. Cuando la configuracio´n de ese
campo externo corresponde al solito´n que es solucio´n de las ecuaciones
cla´sicas del modelo de Skyrme (llamado skyrmio´n [14]), dicho acoplamiento
se refleja en la presencia del a´ngulo θ (que dependera´ de R) en el te´rmino de
borde de SE . Conviene notar que el campo fermio´nico esta´ tomado en la rep-
resentacio´n iso-bispinorial [(1/2, 0)⊕ (0, 1/2)]⊗1/2, donde el primer te´rmino
del producto directo se refiere a la representacio´n de SL(2, C), mientras que
el segundo a la del grupo SU(2) de isospin.
El te´rmino de borde define, en la integral funcional, la delta funcional
δ
[(
e−iθ(τ ·n)γ
5
+ i 6n
)
ψ
]
,
de modo que la funcio´n de particio´n puede entenderse como
Z = e−βF = det(i 6∂)A (2.35)
es decir, como el determinante del operador de Dirac calculado sobre fun-
ciones que, adema´s de su antiperiodicidad en la variable “temporal”, satis-
facen la condicio´n de contorno espacial
Aψ =
1
2
(
1 + i 6ne−iθ(τ ·n)γ5
)
ψ = 0. (2.36)
No´tese que para operadores diferenciales de primer orden TΨ = Ψ|∂Ω.
La expresio´n (2.35) es una relacio´n formal a la que debe darse sentido
mediante la introduccio´n de algu´n mecanismo de regularizacio´n.
En [15] se emplearon las te´cnicas resen˜adas en la seccio´n 2.1, para calcu-
lar el cociente del determinante (2.35) con otro determinante de referencia.
Para aplicar el me´todo de la seccio´n 2.1 se necesitan dos operadores de
condiciones de contorno y un para´metro que, v´ıa una transformacio´n regular,
afecte a e´stas o al operador diferencial.
Las condiciones de contorno que se considerara´n son
Aψ =
1
2
(1 + i 6ne−iθ~τ.nγ5)ψ = 0 (2.37)
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Bψ =
1
2
(1 + i 6n)ψ = A(θ = 0)ψ = 0, (2.38)
en r = R.
La transformacio´n regular que se utiliza para introducir el para´metro µ
es
U(µ) = e−iµ~τ.nγ5 . (2.39)
La ecuacio´n (2.20) permite escribir
detp
[
U−1(i 6∂)−1BU−1(i 6∂)AU−1U(i 6∂)−1A (i 6∂)B
]
= detp
[
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
]
,
(2.40)
donde el operador de Forman relaciona las funciones del nu´cleo de i 6∂ de la
forma en que se ve en la ecuacio´n (2.21).
La expresio´n (2.35) expresa, al menos formalmente, la funcio´n de par-
ticio´n del campo fermio´nico con condicio´n de contorno AΨ = 0 o, de manera
equivalente, su energ´ıa libre. Pensando ahora en el operador de condiciones
de contorno modificadas
A(θ)U−1(µ)Ψ = 0 → A(θ − 2µ)Ψ = 0,
puede notarse que el espectro de autovalores (y por lo tanto la energ´ıa libre)
del problema modificado depende de la combinacio´n de para´metros θ − 2µ.
Formalmente, relaciones como (2.35) dan lugar a
−βF (θ − 2µ) = log det(i 6∂)AU−1
−βF (−2µ) = − log det(i 6∂)−1BU−1
−βF (θ) = − log det(i 6∂)−1A
−βF (0) = log det(i 6∂)B.
Tales energ´ıas libres son las que aparecer´ıan si se tomara, formalmente, el
logaritmo de cocientes de determinantes como el sen˜alado en (2.35). Pero,
tal como se dijo en la Seccio´n 2.1, es necesario introducir un esquema de
regularizacio´n para dar sentido a esos determinantes funcionales.
A partir de la igualdad (2.40) puede definirse la diferencia de energ´ıas
libres
β [F (−2µ)− F (θ − 2µ) + F (θ)− F (0)]
≡ log detp
[
Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
]
−
p−1∑
q=1
1
q
tr
{[
1− Φ−1AB(0)ΦAB(µ)
]p}
renorm.
.
(2.41)
De acuerdo a lo resen˜ado en la seccio´n 2.1, para todo entero p ≥ 4
el determinante p existe. Las trazas divergentes (del desarrollo formal del
log(1 −M)) que se sustraen en la definicio´n del p−determinante deben ser
estudiadas como sen˜ala el segundo te´rmino, imponiendo algu´n mecanismo
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de regularizacio´n (por ejemplo, regularizacio´n anal´ıtica), aislando las singu-
laridades y considerando su renormalizacio´n.
Una eleccio´n conveniente del para´metro µ puede simplificar au´n ma´s la
definicio´n (2.41). En efecto, tomando µ = θ/2 aparecen F (θ), F (−θ) y F (0)
en el primer miembro de esa ecuacio´n. Informacio´n adicional proveniente
del espectro conduce a la expresio´n definitiva. El problema de autovalores
del hamiltoniano de Dirac esta´ definido por
i 6∂
[
Ψne−iEnt
]
=⇒ En(θ)γ0Ψn + i~γ · ~∇Ψn = 0
HΨn = −i~γ · ~∇Ψn = En(θ)Ψn (2.42)
con condiciones de contorno A(θ)Ψn = 0. La transformacio´n γ0γ5 cambia
Ψn → ϕn = γ0γ5Ψn
HΨn = EnΨn → Hϕn = −Enϕn
1
2
(
1 + i 6ne−iθ(τ ·n)γ5
)
Ψn = 0→ 12
(
1 + i 6ne+iθ(τ ·n)γ5
)
ϕn = 0.
En consecuencia, el cambio θ → −θ invierte el espectro. Sin embargo,
como cada estado contribuye a la funcio´n de particio´n con un factor Zn =
e−βEn/2 + eβEn/2, tal inversio´n no afecta la energ´ıa libre, que satisface en-
tonces F (θ) = F (−θ).
Por su parte, la multiplicacio´n por γ5 no altera el espectro, mientras que
cambia θ → θ + pi. Por lo tanto, F (θ + pi) = F (θ).
La ecuacio´n (2.41) se reduce entonces a
2β [F (θ)− F (0)]
= log detp
[
Φ−1AB(0)ΦAB(
θ
2
)
]
−
p−1∑
q=1
1
q
tr
{[
1− Φ−1AB(0)ΦAB(
θ
2
)
]p}
renorm.
.
(2.43)
De esa manera se puede relacionar la diferencia de la energ´ıa libre de
fermiones en una bolsa quiral respecto de una energ´ıa libre de referencia,
F (0), con el logaritmo del p−determinante del operador pseudo-diferencial
de Forman. A continuacio´n se construira´ ese operador haciendo uso de las
simetr´ıas de i 6∂ y AU−1.
La energ´ıa libre de referencia corresponde a fermiones confinados en una
regio´n esfe´rica esta´tica, que satisfacen condiciones de contorno usualmente
denominadas de la bolsa de M. I. T. [16]. La energ´ıa de referencia es tambie´n
parte de este trabajo de tesis y sera´ estudiada en el Cap´ıtulo 3.
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2.3.2 El operador de Forman en la bolsa quiral
La construccio´n del operador de Forman, tal como se ha visto en el ejemplo
presentado en la seccio´n 2.2 comienza por la eleccio´n de una base adecuada
para la funciones del nu´cleo del operador diferencial i 6 ∂. Si tal base se
construye tomando sistemas completos de vectores en cada subespacio in-
variante frente al grupo de simetr´ıas de i 6∂ y de las condiciones de contorno,
la determinacio´n de ΦAB(µ) se reduce a su construccio´n dentro de cada sube-
spacio invariante.
En la representacio´n considerada para los fermiones, el operador de Dirac
es invariante frente a transformaciones de SU(2)rot ⊗ SU(2)isospin. Sin em-
bargo, el operador de condiciones de contorno A(θ)U−1(µ) resulta invariante
so´lo frente a transformaciones del subgrupo diagonal de tal grupo, isomorfo
a SU(2).
Conviene introducir, entonces, K = J+ I, donde J = L+ S e I =τ/2, y
hallar las funciones del nu´cleo de i 6∂ en te´rminos de autofunciones comunes
de los operadores
{
K2,Kz,J2,L2,S2, I2
}
.
Debe notarse que tanto i 6 ∂ como AU−1 conmutan con el operador de
paridad iγ0P (P es la paridad espacial). Entonces los vectores de la base
sen˜alada son tambie´n autovectores de iγ0P con autovalor (−1)l, donde l(l+
1) es el autovalor de L2. Se clasifican los elementos de esta base por los
nu´meros cua´nticos k, m, j y l, e´ste u´ltimo relacionado con la paridad.
Para k 6= 0, −k ≤ m ≤ k, los posibles valores de j y l dan lugar a los 4
vectores
|1〉 = |k, j = k + 1/2, l = k,m〉
|2〉 = |k, j = k − 1/2, l = k,m〉
|3〉 = |k, j = k + 1/2, l = k + 1,m〉
|4〉 = |k, j = k − 1/2, l = k − 1,m〉 ,
(2.44)
Si, en cambio k = 0 (m = 0) so´lo hay 2 vectores, correspondientes a las
dos paridades
|1〉0 = |k = 0, j = 1/2, l = 0,m = 0〉
|3〉0 = |k = 0, j = 1/2, l = 1,m = 0〉 .
(2.45)
Para k ym fijos, si k 6= 0 el operador de Forman reducido sera´ una matriz
de 4× 4, que relacione los vectores de 4 componentes que representan a las
funciones del nu´cleo. Como adema´s preserva la paridad, estas matrices dejan
invariantes subespacios bidimensionales. Por otra parte, para k = m = 0, el
operador de Forman resulta una matriz diagonal de 2× 2.
Funciones del nu´cleo
Para construir efectivamente las funciones del nu´cleo, se factoriza la depen-
dencia temporal introduciendo las frecuencias ωn = (2n+1)pi/β que garan-
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tizan la antiperiodicidad en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo3. Reducida la
ecuacio´n a su parte espacial, se separan las componentes superiores e inferi-
ores del bispinor. A tal efecto, se utiliza la representacio´n para las matrices
de Dirac
γ0 = i
(
I 0
0 −I
)
;~γ =
(
0 ~σ
−~σ 0
)
; γ5 =
(
0 I
I 0
)
,
Componentes superiores e inferiores esta´n relacionadas por
Ψ(n)(~x) =
(
φ(~x)
χ(~x)
)
−→ χ(~x) =
[
~σ · ~∇
ωn
⊗ I
]
φn(~x). (2.46)
Usando la base ya descrita, el problema se reduce a la ecuacio´n de Bessel
modificada. En este caso se busca una solucio´n regular en el interior de la es-
fera, incluyendo el origen. Se obtienen, para cada par de valores (k,m) fijos,
si k 6= 0, 4 soluciones del nu´cleo, asociadas a componentes superiores propor-
cionales a cada vector de la base (2.44). Se llamara´ Ψ(i)k,m, i = I, II, III, IV
a estas funciones del nu´cleo. Cuando k = 0 hay so´lo dos soluciones posibles,
Ψ(I)0,0, Ψ
(III)
0,0 , cuyas componentes superiores son proporcionales a los vectores
de (2.45). La traza de las funciones del nu´cleo (que por ser el operador
diferencial de orden 1 so´lo involucra a las funciones tomadas en el borde)
esta´ dada, en cada subespacio (k,m) (si k 6= 0) por:
ΨIk,m(xn) =
(
|1〉
iSnW
k,n
+ |3〉
)
ΨIIk,m(xn) =
(
|2〉
−iSnW k,n− |4〉
)
ΨIIIk,m(xn) =
(
iSnW
k,n
+ |3〉
|1〉
)
ΨIVk,m(xn) =
(
−iSnW k,n− |4〉
|2〉
)
, (2.47)
y para k = 0
ΨI0,0(xn) =
(
|1〉0
iSnW
0,n
+ |3〉0
)
ΨII0,0(xn) =
(
iSnW
0,n
+ |3〉0
|1〉0
)
. (2.48)
En estas expresiones xn = |ωn|R,
W k,n± =
Ik+1/2±1(xn)
Ik+1/2(xn)
; Sn = signo(ωn) = signo(2n+ 1) (2.49)
3Debe notarse que se elige aqu´ı una base para el nu´cleo que satisface las condiciones
de contorno temporales, que acompan˜an tanto a la condicio´n espacial A como a la B.
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Operador de condiciones de contorno
Para poder calcular el operador de Forman reducido en cada subespacio
(k,m) resta construir, en cada uno de ellos, la versio´n del operador de condi-
ciones de contorno A(θ)U−1(µ), con los cuales proyectar las trazas deducidas
en (2.47) y (2.48). El operador de condiciones de contorno puede escribirse,
a partir de (2.37) y (2.39) como
A(θ)U−1(µ)
= [14cosµ− (iσ · n)(iτ · n)sen(θ − µ); (2.50)
12 ⊗ (iτ · n)senµ+ (iσ · n)⊗ 12cos(θ − µ)] ,
donde so´lo se ha considerado las dos primeras filas, ya que las otras dos son
proporcionales a ellas.
En coincidencia con la discusio´n en [17]
(iσ · n)⊗ 12|k,m =

0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0
 ,
12 ⊗ (iτ · n)|k,m =
1
2ν

0 0 −1 α
0 0 −α −1
1 α 0 0
−α 1 0 0
 ,
α =
√
4ν2 − 1 , ν = k + 1/2.
Reemplazando en (2.50) se obtiene el operador de condiciones de contorno
en el subespacio. Este toma la forma
A(θ)U−1(µ)
∣∣∣
k,m
=


c− 12ν s′ − α2ν s′ 0 0
− α2ν s′ c+ 12ν s′ 0 0
0 0 c− 12ν s′ α2ν s′
0 0 α2ν s
′ c+ 12ν s
′
 ;

0 0 c′ − 12ν s α2ν s
0 0 − α2ν s −c′ − 12ν
−c′ + 12ν s α2ν s 0 0
− α2ν s c′ + 12ν s 0 0

 (2.51)
mientras k 6= 0. Por otra parte, para k = 0, en la base (2.45),
A(θ)U−1(µ)
∣∣∣
k=0
=
[(
c− s′ 0
0 c− s′
)
;
(
0 c′ − s
−c′ + s 0
)]
. (2.52)
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Se ha adoptado la convencio´n
c = cosµ s = senµ
c′ = cos(θ − µ) s′ = sen(θ − µ).
Una vez calculado A(θ)U−1(µ) pueden considerarse proyecciones sobre
TA, que se denominan Hik,m(θ, µ) = A(θ)U−1(µ)Ψ(i)k,m(x), i = I, II, III, IV .
De la forma de A(θ)U−1(µ) se concluye que para i = I, II se tienen compo-
nentes sobre {|1〉 , |2〉} mientras que para i = III, IV hay componentes en
{|3〉 , |4〉}. Separando el comportamiento en estos subespacios ortogonales
conviene definir
HIk,m(θ, µ) =
[
HIk,m(θ, µ);HIIk,m(θ, µ)
]
= c− 12ν s′ + iSnW k,n+ (c′ − 12ν s) − α2ν (s′ + iSnW k,n− s)
− α2ν
(
s′ + iSnW
k,n
+ s
)
c+ 12ν s
′ − iSnW k,n−
(
−c′ − 12ν s
)  ,
HIIk,m(θ, µ) =
[
HIIIk,m(θ, µ);HIVk,m(θ, µ)
]
= iSnW k,n+ (c− 12ν s′)− c′ + 12ν s − α2ν (−s+ iSnW k,n− s′)
− α2ν
(
s− iSnW k,n+ s′
)
−iSnW k,n−
(
c+ 12ν s
′
)
+ c′ + 12ν s
 .
(2.53)
El operador de Forman en el subespacio (k,m), si k 6= 0, queda definido
como
[ΦAB(µ)]k,m =

[
ΦAB(µ)I
]
k,m
0
0
[
ΦAB(µ)II
]
k,m
 (2.54)
donde, de acuerdo a (2.21), H(i)k,m(θ, µ) = (ΦAB(µ))
(i)
k,mH
(i)
k,m(0, µ), i = I, II,
y, en consecuencia,[
ΦiAB
]
k,m
= H ik,m(θ, µ)
[
H ik,m(0, µ)
]−1
i = I, II. (2.55)
Consistentemente, se define para k = 0
HI0,0 =
[
c− s′ + iSnW 1/2+ (c− s′)
]
HII0,0 =
[
iSnW
1/2
+ (c− s′)− c′ + s)
]
, (2.56)
siendo en este caso[
ΦiAB
]
0,0
= H i0,0(θ, µ)
[
H i0,0(0, µ)
]−1
i = I, II. (2.57)
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2.3.3 Evaluacio´n de la energ´ıa libre
Habiendo construido el operador de Forman debe retornarse a la expresio´n
(2.43) para el ca´lculo de la energ´ıa libre.
Habra´ que evaluar
2β(F (θ)− F (0)) = log det
[
Φ−1AB(0)ΦAB(θ/2)
]
= tr log
[
Φ−1AB(0)ΦAB(θ/2)
]
,
(2.58)
donde det y tr representan las partes finitas obtenidas del detp ma´s las que
surgen luego de renormalizar los te´rminos divergentes. Tal como se dijo en
la seccio´n 2.2, este procedimiento es equivalente a regularizar directamente
(y luego renormalizar) los te´rminos conducentes a divergencias en el ca´lculo
de tr log
[
Φ−1AB(0)ΦAB(θ/2)
]
.
Sin ma´s que algo de complicacio´n algebraica se obtiene
β(F (θ)−F (0)) = 1
2
∞∑
n=−∞
∑
k,m
∑
i,I,II
log
detH ik,m(0, 0)detH
i
k,m(θ, θ/2)
detH ik,m(θ, 0)detH
i
k,m(0, θ/2)
. (2.59)
A partir de las H ik,m definidas en (2.53) se calculan los determinantes de
la expresio´n (2.59). Sumando los casos I y II, y sobre los valores de m se
obtiene, para las diferencias de energ´ıas libres
β(F (θ)− F (0)) = 1
2
log det
[
Φ−1AB(0)ΦAB(θ/2)
]
= −1
2
∞∑
n=−∞
∞∑
k=1
2ν log
(
1−X2k,ncos2θ − Y 2k,nsen2θ
)2
+ 4X2k,ncos
2θ(
1 +X2k,n
)2
−1
2
∞∑
n=−∞
log
(
1− (W 0,n+ )2
)2
cos2θ + 4(W 0,n+ )2(
1 + (W 0+)2
)2 , (2.60)
donde
Xk,n =
1−W k,n+ W k,n−
W k,n+ +W
k,n
−
Yk,n =
1
2υ
W k,n+ −W k,n−
W k,n+ +W
k,n
−
W k,n± =
Ik+1/2±1 (xn)
Ik+1/2 (xn)
xn = (2n+ 1)piz z = RT. (2.61)
No´tese que, por razones dimensionales, z y θ son las u´nicas variables del
problema.
Las sumas resultantes son divergentes. Tal como se ha dicho, se obtienen
resultados finitos si se considera el p−determinante con p ≥ 4. esto significa
sustraer de estas series aquellos te´rminos que correspondan a trazas diver-
gentes con q < p en (2.43). Para ello se introducira´n desarrollos asinto´ticos
de las funciones de Bessel involucradas. Tales desarrollos sera´n capaces de
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aislar un nu´mero finito de te´rminos conducentes a divergencias, para cuyo
tratamiento se introducira´ una regularizacio´n anal´ıtica.
Se estudiara´n por separado las contribuciones de k ≥ 1 y k = 0.
Contribucio´n a la energ´ıa libre de los subespacios con k ≥ 1
Para k ≥ 1 se considera el desarrollo de Debye de las funciones de Bessel
[18], que resulta va´lido para grandes valores del orden y del argumento.
Este desarrollo se utilizara´ para dar sentido al primer te´rmino de la ecuacio´n
(2.60).
Resulta u´til introducir
ρ =
√
ν2 + x2n, (2.62)
variable “radial” en el plano de las sumas dobles en n y k. El desarrollo de
Debye, por ser va´lido para grandes valores de ν y xn, resulta una serie de
potencias en ρ−1.
El argumento de la suma doble del primer te´rmino de (2.60) puede es-
cribirse como 2ν log
(
1 + Ck,nsen2θ +Dk,nsen4θ
)
, donde Ck,n yDk,n son fun-
ciones de la variable ρ. Con el desarrollo de Debye de las funciones de Bessel
y el desarrollo de Taylor del logaritmo se obtiene una serie de potencias de
ρ−1, ∆M , reteniendo hasta te´rminos del orden ρ−M . SiM es suficientemente
grande, todos los o´rdenes del desarrollo conducentes a divergencias cuando
la suma doble es realizada se encuentran en ∆M .
Se considera una regularizacio´n anal´ıtica, consistente en introducir en la
suma doble un factor ρ−s, con <(s) suficientemente grande de modo que la
suma doble converja. Tal regularizacio´n conduce a funciones meromorfas del
para´metro s, que eventualmente tendra´n polos simples para ciertos valores
del mismo. Los resultados f´ısicos se obtendra´n de tomar el l´ımite s → 0 al
final del ca´lculo y renormalizar adecuadamente las divergencias remanentes.
Mientras el regulador esta´ presente la serie es absolutamente convergente;
puede sumarse y restarse ∆M , en cada te´rmino y separarla en dos series.
Si esto se realiza en la versio´n adimensionalizada del aporte a la (diferencia
de) energ´ıa libre de los subespacios con k ≥ 1 se obtiene
∆fd(z, θ) = [RF (R, T ; θ)−RF (R, T ; θ = 0)]k≥1
= ∆f (C)d +∆f
(D)
d
= −1
2
z
∞∑
n=−∞
∞∑
k=1
[
2ν log
(
1 + Ck,nsen2θ +Dk,nsen4θ
)
−∆M
]
(2.63)
−1
2
z
∞∑
n=−∞
∞∑
k=1
∆Mρ−s
∣∣∣∣∣
s→0
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donde
Ck,n =
−2
(
ρ2 − d2n,j
)2 [
4x2nd
2
n,j +
(
ρ2 − d2n,j
)2]
+
(
ρ2 − ν2) [4x2nd2n,j − (ρ2 − d2n,j)2][
4x2nd2n,j +
(
ρ2 − d2n,j
)2]2
(2.64)
Dk,n =
[(
ρ2 − d2n,j
)2 − (ρ2 − ν2)]2[
4x2nd2n,j +
(
ρ2 − d2n,j
)2]2 (2.65)
dn,j = xn
d
dxn
ln Iν (xn) . (2.66)
No´tese que si M es suficientemente grande, el primer te´rmino de (2.63),
∆f (C)d ( correccio´n al desarrollo de Debye), es finito. Por lo tanto, en e´l
puede removerse el regulador tomando el l´ımite s → 0 dentro de la suma.
Este te´rmino da lugar a series dobles finitas que sera´n estudiadas mediante
ca´lculos nume´ricos, cuyos resultados se presentara´n en el cap´ıtulo 4. En lo
que resta de este cap´ıtulo se mantendra´ la atencio´n sobre el segundo te´rmino
de (2.63), ∆f (D)d , realizando ca´lculos anal´ıticos a los efectos de estudiar el
comportamiento de los te´rminos singulares.
Por u´ltimo, conviene destacar que toda la dependencia con las funciones
de Bessel en (2.66) se da a trave´s de la derivada logar´ıtmica dn,j , que en el
desarrollo de Debye resulta [18]
dn,j = ρ− 12 +
1
2
ν2
ρ2
+ xDn,j (2.67)
xDn,j = x
d
dx
log
[
1 +
∞∑
k=1
uk (ν/ρ)
νk
]
,
donde uk son polinomios que se obtienen recursivamente [18].
En el Ape´ndice A se construye el desarrollo de Debye a orden M = 6,
∆6, que se reemplaza en el segundo te´rmino de (2.63). Si bien paraM ≥ 3 el
primer te´rmino ya resulta finito, se ha tomado tomado el valor M = 6 para
hacer ma´s ra´pidamente convergente la suma doble finita del primer te´rmino
de (2.63), a los efectos de simplificar las evaluaciones nume´ricas.
Se estudiara´ el segundo te´rmino de (2.63),
∆f (D)d (z, θ) = −
1
2
z
∞∑
n=−∞
∞∑
k=1
∆Mρ−s
∣∣∣∣∣
s→0
(2.68)
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El desarrollo de Debye del Ape´ndice A puede introducirse en la expresio´n
(2.68). Se obtiene
∆f (D)d (z, θ) = −
1
2
z
[
a2(z)sen2θ + a4(z)sen4θ + a6(z)sen6θ
]
. (2.69)
Los coeficientes de esta expresio´n so´lo dependen de z, y pueden ser escritos
como
a2(z) = a(2,1) + a(2,2) + a(2,3) + a(2,4) + a(2,5) + a(2,6)
a4(z) = a(4,3) + a(4,4) + a(4,5) + a(4,6) (2.70)
a6(z) = a(6,5) + a(6,6),
donde
a(i,j) =
∑
m,d
Cm,dσm,d, (2.71)
siendo Cm,d los coeficientes determinados por el desarrollo de Debye, (ver
Ape´ndice A), y σm,d las sumas dobles
σm,d =
∞∑
n=−∞
∞∑
k=1
νdρ−(m+s)
∣∣∣∣∣
s→0
. (2.72)
Para completar el ana´lisis de los te´rminos divergentes aislados en el se-
gundo te´rmino de (2.63) se estudiara´ esta suma doble. Para ello puede
tenerse en cuenta que, utilizando la definicio´n de la funcio´n Γ [18]
ρ−(m+s) =
1
Γ
(
m+s
2
) ∫ ∞
0
dτ τ
m+s
2
−1e−τ [x
2
n+ν
2]. (2.73)
La expresio´n (2.73) se relaciona habitualmente con lo que se denomina trans-
formada de Mellin. Reemplaza´ndola en (2.72) se tiene
σm,d =
1
Γ
(
m+s
2
) ∫ ∞
0
dτ τ
m−d+s
2
−1
 ∞∑
j=1
(
τν2
)d/2
e−τν
2
( ∞∑
n=−∞
e−τx
2
)
.
(2.74)
La ecuacio´n (2.74) es la base para el ana´lisis de las divergencias. Se
avanza en su comprensio´n estudiando el comportamiento de la segunda
sumatoria, que puede escribirse como
Sn =
∞∑
n=−∞
e−τ(2piz)
2(n+1/2)2 =
∫ ∞
−∞
dx e−τ(2piz)
2x2δa(x), (2.75)
donde por δa se entiende la extensio´n perio´dica de la funcio´n delta con
soporte en los valores semienteros,
δa(x) =
∞∑
l=−∞
(−1)le2pilxi,
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que reemplazada en (2.75) da lugar a
Sn = 12√piτz
∞∑
l=−∞
(−1)le− l
2
4τz2 . (2.76)
La expresio´n (2.76) es especialmente adecuada para el estudio de σm,d
en la regio´n de pequen˜os valores del para´metro z. En particular, para z → 0
(que corresponde al l´ımite T → 0, con lo que ∆fD se reduce a un aporte a
la energ´ıa de Casimir del modelo) so´lo sobrevive el te´rmino de la sumatoria
de (2.76) con l = 0. Conviene aislar su contribucio´n para tener
Sn = S(1)n + S(2)n =
1
2
√
piτz
+
1√
piτz
∞∑
l=1
(−1)le− l
2
4τz2 . (2.77)
Cada te´rmino da lugar a un aporte diferente a σm,d. En efecto,
σm,d = σ
(1)
m,d + σ
(2)
m,d, (2.78)
donde
σ
(1)
m,d =
1
2
√
piz
Γ
(
m−1+s
2
)
Γ
(
m+s
2
) [ζ (m− d− 1 + s, 1/2)− 2m−d−1+s] (2.79)
σ
(2)
m,d =
4√
pi
(
1
2z
)m+1
2 1
Γ
(
m
2
) ∞∑
k=1
ν−
m−2d−1
2
∞∑
l=1
(−1)llm−12 Km−1
2
(
lν
z
)
.
(2.80)
Debe notarse que en la segunda se ha removido el regulador debido a que
la suma doble considerada es finita en s = 0. Todas las divergencias del
problema han quedado aisladas en el te´rmino de σ(1)m,d, que, por otra parte,
corresponde a un te´rmino independiente de la temperatura en la energ´ıa
libre (2.63). Este punto resulta particularmente importante. Se acaba de
ver que las u´nicas divergencias remanentes cuando el regulador es removido
son independientes de la temperatura. Es as´ı si que el modelo puede ser
renormalizado a temperatura cero, no se presentara´n nuevas divergencias a
temperatura finita.
La contribucio´n a la energ´ıa libre de los subespacios con k ≥ 1 puede
escribirse entonces como
∆fd(z, θ) = ∆f
(1)
d (θ) + ∆f
(2)
d (z, θ) + ∆f
(C)
d (z, θ), (2.81)
donde se puso de manifiesto la independencia de z del te´rmino proveniente
de σ(1)m,d,
∆f (1)d (θ)
= −1
2
([
2515
4096
+
534557
546975pi
− 4 γ
15pi
+
55pi2
2048
− 323pi
4
393216
− 4
15pi s
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−4 log(2)
5pi
− 7 ζ(3)
45pi
+
88753 ζ(5)
437580pi
]
sen2θ
+
[
129
2048
+
29696
45045pi
− 21pi
2
512
+
181pi4
65536
− 28768 ζ(5)
45045pi
]
sen4θ
+
[
143
512
− 2048
6435pi
− 143pi
4
49152
+
1984 ζ(5)
6435pi
]
sen6θ
)
=
1
4pi
[(
−5.604 + 8
15 s
)
sen2θ + 0.463 sen4θ + 0.023 sen6θ
]
. (2.82)
La expresio´n (2.82), que representa el aporte de los 6 primeros te´rminos
del desarrollo de Debye a la energ´ıa de Casimir del sistema, debe compararse
con los resultados publicados en [19]. Obviamente no puede esperarse que
las partes finitas del te´rmino en sen2θ sean iguales, debido a que tal te´rmino
es el que resulta afectado por el me´todo de regularizacio´n.
Tal como se vera´ ma´s adelante, la renormalizacio´n del modelo completo
permite eliminar el te´rmino divergente mediante la introduccio´n en el la-
grangiano del modelo h´ıbrido, de una integral sobre el borde de una den-
sidad local que es funcio´n del campo externo. La renormalizacio´n deja un
aporte arbitrario a la energ´ıa libre de la forma KR sen
2θ, donde la constante
K debe ser determinada a trave´s de alguna condicio´n adicional (eventual-
mente impuesta por la experiencia). En el Cap´ıtulo 4 se fijara´ esta constante
imponiendo la continuidad del flujo de la corriente axial en el borde de la
cavidad, en el l´ımite de radio cero.
Por otra parte, los te´rminos proporcionales a sen4θ y sen6θ son finitos y
no esta´n afectados por la regularizacio´n. El te´rmino de sen4θ es comparable
con el obtenido por Zahed, Wirzba y Meissner en [19]. La pequen˜a diferencia
en el coeficiente surge del hecho de que los citados autores so´lo estudian el
desarrollo de Debye hasta el orden finito dominante, mientras que aqu´ı se han
considerado mayor nu´mero de te´rminos. Por la misma razo´n esos autores
no incluyen aportes proporcionales a sen6θ.
Para completar el ca´lculo de la contribucio´n a la diferencia de energ´ıas
libres de los subespacios con k ≥ 1 deben realizarse nume´ricamente las sumas
dobles finitas sen˜aladas como ∆f (2)d (z, θ) y ∆f
(C)
d (z, θ). Los resultados de
tales sumas se mostrara´n en el Cap´ıtulo 4 en el marco del estudio del modelo
de bolsa quiral h´ıbrida. Para su evaluacio´n se cortara´n las sumas dobles
para grandes valores de los ı´ndices, de modo que el aporte de la “cola” de
tales series resulte despreciable. Tambie´n all´ı se completara´ la energ´ıa de
Casimir del modelo, compuesta por el te´rmino estudiado ∆f (1)d (θ) y por el
l´ımite z → 0 de la correccio´n al desarrollo de Debye, ∆f (C)d . En particular,
limT→0 f
(2)
d = 0 como se verifica fa´cilmente de (2.80).
Para completar la descripcio´n de los fermiones bajo condiciones de con-
torno quirales debe considerarse el aporte del subespacio con k = 0.
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Contribucio´n a la energ´ıa libre del subespacio k = 0
Se ha estudiado el primer te´rmino de (2.60) que corresponde al aporte de
los subespacios con k ≥ 1 a la diferencia de energ´ıas libres ∆f . Se debe
considerar ahora el segundo te´rmino de tal expresio´n, correspondiente al
subespacio k = 0. Se llama
∆f0(z, θ) = −12
∞∑
n=−∞
log
(
1− (W 0,n+ )2
)2
cos2θ + 4(W 0,n+ )2(
1 + (W 0+)2
)2 , (2.83)
donde se entiende por
∑∞
n=−∞ a la suma en la que han sido sustra´ıdos
(y regularizados) los te´rminos que conducen a divergencias (si es que tales
te´rminos existen). Es importante notar que
W 0,n+ = coth(xn)−
1
xn
.
Conviene entonces separar los te´rminos exponencialmente decrecientes con
el argumento. De esta forma, si se realizan desarrollos asinto´ticos no se
pierde informacio´n de los mismos.
Llamando
an = cothxn = coth (2piz(n+ 1/2)) αn = 2an − 1
xn
puede escribirse
∆f0(z, θ)
= −1
2
z
∞∑
n=−∞
log
4a2n +
(
1− a2n
)2 cos2θ
(1 + a2n)
2 (2.84)
−1
2
z
∞∑
n=−∞
log
1 + αnxn −4+
[
2(1−a2n)2+αnxn
]
cos2θ
4a2n+(1−a2n)2cos2θ(
1− αnxn 11+a2n
)2
 .
No resulta dif´ıcil relacionar el primer te´rmino del segundo miembro de
(2.84) con funciones ϑ3 de Jacobi [20]. As´ı se obtiene
∆f (exp)0 (z, θ) = −z log
ϑ3 (θ, τ = 4iz)
ϑ3 (θ = 0, τ = 4iz)
. (2.85)
El segundo te´rmino de (2.84) merece un ana´lisis un poco ma´s detallado.
Si hubiera divergencias provenientes del subespacio k = 0 deber´ıan estar
presentes en e´l. Tal como se ha realizado para los subespacios con k ≥ 1, se
introducira´ un desarrollo asinto´tico del te´rmino general de la sumatoria, que
se denominara´ δM , conteniendo hasta te´rminos del orden de x−Mn . Si M es
suficientemente grande todas las divergencias (si es que existen) esta´n con-
tenidas en δM y pueden separarse de partes finitas (a calcular nume´ricamente
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y tanto ma´s rapidamente convergentes segu´n sea mayor el valor deM). Con
este mecanismo
∆f (2)0 (z, θ)
= −z
∞∑
n=0
log
1 + αnxn −4+
[
2(1−a2n)2+αnxn
]
cos2θ
4a2n+(1−a2n)2cos2θ(
1− αnxn 11+a2n
)2
− δM
− z
∞∑
n=0
δM . (2.86)
No´tese que se ha mantenido la notacio´n
∑
so´lo en el segundo te´rmino
debido a que el primer te´rmino ya es finito. Puede verse que el desarrollo
asinto´tico δM comienza con te´rminos de orden x−2n . De este modo el segundo
te´rmino de (2.86) tambie´n es finito y la regularizacio´n pasa a ser innecesaria.
En este caso, el haber realizado la suma sobre paridades elimina todas las
eventuales divergencias provenientes del subespacio k = 0.
Por razones de consistencia y para facilitar los ca´lculos nume´ricos poste-
riores se tomara´ M = 5. La suma del segundo te´rmino de (2.86) se realiza
fa´cilmente para obtener
∆f (2)0 (z, θ)
= −z
∞∑
n=0
log
1 + αnxn −4+
[
2(1−a2n)2+αnxn
]
cos2θ
4a2n+(1−a2n)2cos2θ(
1− αnxn 11+a2n
)2

−
[(
− 1
x2n
− 1
x3n
− 1
4x4n
+
1
2x5n
)
sen2θ +
(
− 1
2x4n
− 1
x5n
)
sen4θ
]}
−z
[(
−ξ2 − ξ3 − 14ξ4 +
1
2
ξ5
)
sen2θ +
(
−1
2
ξ4 − ξ5
)
sen4θ
]
, (2.87)
donde
ξn =
(
1
2piz
)n
ζ(n, 1/2).
Para comparar con los resultados sen˜alados en [19] habra´ de estudiarse el
l´ımite T → 0. En [19] se muestran los aportes provenientes de ∆f (exp)0 (z, θ)
y no se mencionan los correspondientes a ∆f (2)0 (z, θ), que se calculara´n
nume´ricamente ma´s adelante. Sin demasiado trabajo puede demostrarse
que
lim
T→0
∆f (exp)0 (z, θ) = ∆e
(exp)
0 =
1
4pi
{
θ2 0 < θ ≤ pi/2
(pi − θ)2 pi/2 < θ < pi
}
(2.88)
que coincide con lo sen˜alado en [19].
Se dejara´ para el Cap´ıtulo 4 la presentacio´n de los resultados de los
ca´lculos nume´ricos sen˜alados.
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2.4 Resumen del Cap´ıtulo 2
En el presente cap´ıtulo se ha presentado el me´todo de evaluacio´n de deter-
minantes de cocientes de operadores diferenciales el´ıpticos en te´rminos de
p−determinantes del operador de Forman. Este me´todo, desarrollado por
R. Forman [3] y ampliado por O. Barraza, H. Falomir, R. E. Gamboa Sarav´ı
y E. M. Santangelo [2] tiene la ventaja de referir todo el ca´lculo a relaciones
entre los valores de borde proyectados por distintas condiciones de contorno
de funciones del nu´cleo del operador diferencial considerado.
Luego de un ejemplo simple de aplicacio´n (Laplaciano en el disco), donde
se puso de manifiesto la importancia de la eleccio´n de una base adecuada
para el nu´cleo del operador diferencial, se ataco´ un caso de intere´s en Teor´ıa
de Campos: la bolsa quiral en 3 + 1 dimensiones.
El me´todo del operador de Forman permite, cuando se estudian fermio-
nes confinados en una esfera de radio R, a temperatura β = 1/T , el ca´lculo
de la diferencia de energ´ıa libre respecto del caso en el que el a´ngulo quiral
es nulo (bolsa M. I. T.). Se construyo´ el operador de Forman, en base a las
simetr´ıas del operador diferencial y de los de condiciones de contorno. Con
e´ste se separo´ el aporte a la (diferencia de) energ´ıa libre proveniente de los
subespacios con k ≥ 1 y k = 0.
Para k ≥ 1, la introduccio´n de desarrollos asinto´ticos, inspirados en el
desarrollo de Debye de las funciones de Bessel, permitio´ el aislamiento de
las singularidades que, una vez regularizadas anal´ıticamente, demostraron
ser independientes de la temperatura. Esto es de gran importancia, debido
a que permite la renormalizacio´n del modelo a temperatura cero.
Por otra parte, para k = 0, si se efectu´a en primera instancia la suma
sobre paridades (lo que esta justificado en la serie regularizada), no se ob-
servan singularidades. En este subespacio se separo´ el aporte de te´rminos
exponencialmente decrecientes con el ı´ndice de suma.
Los l´ımites de temperatura cero del aporte del desarrollo de Debye (k ≥
1) y de los te´rminos exponenciales (k = 0) son comparables con los sen˜alados
en la literatura [19]. Sin embargo no son e´stos los u´nicos aportes a la energ´ıa
de Casimir del modelo. Los resultados de los ca´lculos nume´ricos de las sumas
convergentes se presentara´n en el Cap´ıtulo 4, en el marco general de la bolsa
quiral h´ıbrida.
Cabe sen˜alar que una vez renormalizadas las singularidades, magnitudes
derivadas de la energ´ıa libre o la energ´ıa de Casimir (tales como el flujo
de la corriente axial, segu´n se vera´ en Cap. 4) resultan cantidades finitas.
En intentos previos, tales como [19], la introduccio´n de reguladores ad-hoc
hac´ıa que magnitudes derivadas resultaran nuevamente divergentes.
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Cap´ıtulo 3
Determinantes y Funcio´n de
Green
En el Cap´ıtulo 2 se ha estudiado y aplicado el me´todo del operador de For-
man, u´til para el estudio de cocientes de determinantes (diferencias de en-
erg´ıas libres). La consideracio´n de los determinantes (energ´ıas) de referencia
genera la necesidad de contar con me´todos de evaluacio´n complementarios.
El conocimiento de los autovalores de un operador diferencial diagonal
permite definir su ζ−determinante de la manera descrita en el Cap´ıtulo 2.
Sin embargo, el ca´lculo de los autovalores en el caso general (en particular
en presencia de bordes) puede ser muy complicado.
Por otra parte, la construccio´n de Seeley de las potencias complejas de
operadores el´ıpticos provee una poderosa herramienta para la evaluacio´n de
estos determinantes regularizados. En el caso de problemas sobre variedades
sin borde [21], este me´todo ha sido ampliamente aplicado a casos de intere´s
para la F´ısica (ver, por ejemplo, [22] y las referencias all´ı citadas).
Para variedades con borde, las potencias complejas de operadores el´ıp-
ticos sometidos a condiciones de contorno locales (como las que son consid-
eradas en esta tesis) fueron introducidas en [23]. En general, los determi-
nantes as´ı regularizados resultan ser funcionales no locales, que no pueden
ser expresadas en te´rminos de un nu´mero finito de coeficientes de Seeley
unicamente.
Sin embargo, estos determinantes pueden ser obtenidos de las correspon-
dientes funciones de Green mediante relaciones que involucran un nu´mero
finito de tales coeficientes. En el caso de variedades sin borde, eso fue
probado en [24], mientras que para condiciones de contorno locales el pro-
cedimiento fue introducido en [25] y demostrado de manera general para
operadores de primer orden en [26].
Cabe sen˜alar que en el marco de otras regularizaciones tambie´n ha
sido posible obtener (derivadas de) determinantes funcionales a partir de
la funcio´n de Green que satisface las condiciones de contorno apropiadas en
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problemas de intere´s f´ısico [27, 28].
Esto muestra que, si bien no es posible reconstruir la resolvente (o bien
los autovalores) de un operador a partir del conocimiento de la funcio´n
de Green u´nicamente, ella igualmente contiene suficiente informacio´n como
para permitir el ca´lculo de (derivadas respecto de ciertos para´metros de) los
determinantes funcionales que interesan.
En lo que sigue se empleara´ un me´todo de regularizacio´n que permite
expresar las energ´ıas de referencia del Cap´ıtulo 2 en te´rminos de la funcio´n
de Green del problema considerado. Sin ser el me´todo de la funcio´n ζ, e´ste
consiste en la regularizacio´n anal´ıtica de trazas que involucran a la funcio´n
de Green del operador.
En el Cap´ıtulo 2 se aplico´ el me´todo del operador de Forman al ca´lculo
de la diferencia de la energ´ıa libre de una bolsa quiral respecto de la de una
bolsa en la que las condiciones de contorno corresponden a las del modelo
del M. I. T.
En el modelo de la bolsa de M. I. T. [16, 29], quarks y gluones se en-
cuentran confinados en una regio´n acotada del espacio. De esta forma, se
incluyen de manera efectiva los comportamientos esperados en la descripcio´n
de hadrones y sus interacciones fuertes: Libertad asinto´tica y Confinamiento.
Las condiciones de contorno se eligen de modo que, en el borde de la
cavidad, se conserve la corriente asociada a la simetr´ıa de gauge del modelo.
Existe una vasta literatura acerca del estudio del modelo de la bolsa a T = 0
[30, 31, 32], sobre todo en lo concerniente a la energ´ıa de Casimir. Mediante
la aplicacio´n de los me´todos funcionales que se esta´n presentando es posible
su estudio a temperatura finita.
A modo de ejemplo de ca´lculo, se estudiara´ en primera instancia el caso
de un campo escalar real, confinado en una esfera esta´tica de radio R, y
sometido a condiciones de contorno generales. Estas reproducen como casos
particulares las usualmente denominadas como de Dirichlet, Neumann y
Robin. Tal modelo de prueba fue desarrollado en [33] y muestra la te´cnica de
ca´lculo sin incorporar las dificultades algebraicas de sistemas ma´s realistas.
Como aplicacio´n a modelos efectivos de las interacciones fuertes, se ha
obtenido la energ´ıa libre de fermiones confinados en una esfera y bajo condi-
ciones de contorno tipo M. I. T., energ´ıa de referencia del ca´lculo del cap´ıtulo
anterior.
Por otra parte, se estudio´ un campo de gauge (abeliano), tambie´n con-
finado en la esfera, con condiciones de contorno adecuadas al modelo de la
bolsa. En este caso han sido tratadas las complicaciones adicionales que
surgen de la simetr´ıa de gauge, pudiendo demostrarse que ghosts, modos
temporales y longitudinales dan un aporte neto nulo a la energ´ıa libre.
Estos u´ltimos resultados han sido presentados en [34].
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3.1 Campo escalar real
3.1.1 Energ´ıa libre y Funcio´n de Green
Se considera un campo escalar real, confinado dentro de una esfera esta´tica
de radio R. El campo se encuentra en equilibrio a una temperatura β = 1/T .
La funcio´n de particio´n para este problema esta´ dada por
Z =
∫
C.C.
Dϕe−SE (3.1)
donde SE es la accio´n eucl´ıdea
SE =
1
2
∫ β
0
dτ
∫
V
d3x ∂µϕ∂µϕ . (3.2)
Por tratarse de un campo boso´nico, la integracio´n funcional debe re-
alizarse sobre funciones que satistacen condiciones de contorno perio´dicas
en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo. Por otra parte, las funciones debera´n
satisfacer la condicio´n de contorno espacial que se considere.
Definiendo la integral funcional mediante un determinante,
−βF = −1
2
logDet
[
∂2
]
B
= −1
2
Tr
[
log
(
∂2
)]
B
(3.3)
donde B representa a las condiciones de contorno.
La periodicidad en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo permite simplificar
el ca´lculo de la traza. En efecto,
−βF = −1
2
∞∑
n=−∞
Tr~x
[
log
(
−ω2n +∇2
)]
B
ωn =
2pin
β
, (3.4)
donde el problema ha quedado restringido a la traza “espacial” del logaritmo
del operador de Helmholtz. Si la geometr´ıa es simple, se puede intentar re-
solver el problema de autovalores de tal operador y, una vez diagonalizado,
atacar el ca´lculo de las trazas involucradas. Sin embargo, en el caso de la
esfera, este procedimiento conduce a ecuaciones trascendentes que exigir´ıan
la realizacio´n de ca´lculos nume´ricos. Como se intenta un ana´lisis detallado,
al menos de las singularidades que aparecen en el problema y de su regu-
larizacio´n, se desarrollara´n v´ıas alternativas que permitan la aplicacio´n de
me´todos anal´ıticos.
Al menos formalmente, puede tomarse la derivada de la expresio´n (3.4)
respecto de la temperatura, para luego integrar en la misma variable. Se
obtiene
−βF = K − 1
2
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
(
−2ω2n
)
Tr~xG
(
~x, ~x′;ωn
)∣∣
B . (3.5)
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En (3.5), K es una constante de integracio´n, a ser determinada por alguna
consideracio´n adicional. Se ha introducido en esta expresio´n la funcio´n de
Green del operador de Helmholtz que satisface las condiciones de contorno
espaciales. E´sta queda definida por(−ω2n +∇2)G (~x, ~x′;ωn) = δ(3) (~x− ~x′) ; x ∈ ΩR
BTG (~α, ~x′;ωn) = 0; α ∈ ∂ΩR
. (3.6)
A continuacio´n se estudiara´ la solucio´n de esta ecuacio´n.
3.1.2 Funcio´n de Green del campo escalar
Se ha definido en (3.6) la funcio´n de Green del operador de Helmholtz con
condiciones de contorno B. La forma general de las condiciones de contorno
locales el´ıpticas para el problema de Helmholtz es
BTG
(
~α, ~x′;ωn
)
= pG
(
~α, ~x′;ωn
)
+ qR
∂
∂n
G
(
~α, ~x′;ωn
)
= 0; α ∈ ∂ΩR.
(3.7)
Los para´metros p y q, adecuadamente seleccionados, determinan las
condiciones de contorno:
p q
Dirichlet 1 0
Neumann 0 1
Robin 1 1
Se mantendra´ por ahora la condicio´n de contorno general. Ma´s adelante
se tomara´ el ejemplo de la condicio´n de contorno tipo Dirichlet.
La funcio´n de Green para este problema ha sido previamente calculada
en la referencia [35] (aunque a T = 0). Sin embargo conviene revisar la forma
de ca´lculo porque sera´ u´til en casos de mayor complicacio´n algebraica.
Antes que nada conviene tener en cuenta que tanto el operador diferencial
como el de condiciones de contorno tienen simetr´ıa rotacional. Esto significa
que la funcio´n de Green puede escribirse en la base de autoestados comunes
de J2 y Jz, es decir en la base de armo´nicos esfe´ricos.
Por tratarse de un operador diferencial lineal, se propone para la funcio´n
de Green una suma de dos te´rminos
G(~x, ~x′) = G0(~x, ~x′;ωn) + G˜(~x, ~x′;ωn) (3.8)
El primero corresponde a una solucio´n de la ecuacio´n inhomoge´nea(
−ω2n +∇2
)
G0
(
~x, ~x′;ωn
)
= δ(3)
(
~x− ~x′) ,
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donde G0 es la funcio´n de Green libre, regular en el origen y en el infinito.
En la base propuesta
G0(~x, ~x′;ωn) =
∞∑
j=0
j∑
m=−j
Snωnjj(i|ωn|r<)h(1)j (i|ωn|r>)Yjm(Ω)Y ∗jm(Ω′).
(3.9)
En la expresio´n (3.9)
Sn = signo(n).
Por otra parte jj y h
(1)
j son funciones esfe´ricas de Bessel [18] e Ylm(Ω) son
los armo´nicos esfe´ricos. Se ha tomado
r> = ma´x(r, r′) r< = min(r, r′).
El segundo te´rmino de (3.8) corresponde a una solucio´n de la ecuacio´n
homoge´nea (
−ω2n +∇2
)
G˜
(
~x, ~x′;ωn
)
= 0 (3.10)
que debe ser regular en el origen, y que se ajusta de modo que la suma (3.8)
satisfaga las condiciones de contorno (3.7).
Corresponde proponer, en la base de los armo´nicos esfe´ricos,
G˜(~x, ~x′;ωn) =
∞∑
j=0
j∑
m=−j
ajjj(i|ωn|r)jj(i|ωn|r′)Yjm(Ω)Y ∗jm(Ω′). (3.11)
La imposicio´n de la condicio´n de contorno (3.7) conduce luego de a´lgebra
simple al coeficiente aj
aj = −Snωn
ph
(1)
j (ixn) + iqxh
′(1)
j (ixn)
pjj(ixn) + iqxj′j(ixn)
, (3.12)
donde xn = |ωn|R.
Habiendo utilizado la base discreta de los armo´nicos esfe´ricos para la
funcio´n de Green, la traza en la ecuacio´n (3.5) pasa a ser
Tr~x →
∞∑
j=0
j∑
m=−j
∫ R
0
r2dr
∣∣∣
r=r′
, (3.13)
donde la integral radial puede ser realizada exactamente en todos los casos.
Introduciendo el para´metro
α =
q
p− q/2 , (3.14)
la traza espacial de la funcio´n de Green resulta
Tr~x
[
G
(
~x, ~x′;ωn
)]
B =
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1
2ω2n
∞∑
j=0
2ν
[
−αρ2 + ν + (αυ − 1) dn,j
]
(αdn,j + 1)
−1 , (3.15)
donde
ν = j + 1/2 ρ =
√
x2n + ν2;
xn = |ωn|R dn,j = xn d
dx
log Iν (x)|x=xn . (3.16)
Reemplazando (3.15) en (3.5) se obtiene la expresio´n de la energ´ıa libre
−βF =
K+
1
2
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
2ν
[
−αρ2 + ν + (αν − 1) dn,j
]
(αdn,j + 1)
−1 . (3.17)
Si bien las complicaciones pueden ser mayores, la l´ınea seguida en estas
u´ltimas expresiones es la que se utilizara´ para el campo fermio´nico y el
campo de gauge en las secciones que siguen.
El argumento de la integral del lado derecho de (3.17) es una suma doble
divergente a la cual debe darse algu´n sentido imponiendo un mecanismo de
regularizacio´n. Tal como se ha realizado en el Cap´ıtulo 2, se introducira´ una
regularizacio´n anal´ıtica utilizando la variable “radial” ρ. Esta prescripcio´n
conduce a funciones meromorfas del para´metro s, cuya extensio´n a s → 0
aisla las divergencias como polos simples y permite extraer resultados finitos.
Para que tal separacio´n sea posible se introducira´ el desarrollo de Debye
de las funciones de Bessel tal como en la seccio´n 2.3.
3.1.3 Ca´lculo de la energ´ıa libre
As´ı como se hizo en la seccio´n 2.3.3 se dara´ sentido a las sumas dobles de
(3.17) mediante la introduccio´n del desarrollo de Debye.
En efecto, mientras el regulador esta´ presente, en cada te´rmino de la
sumatoria puede sumarse y restarse ∆M , desarrollo del Debye del te´rmino
general en el que se retienen te´rminos hasta la potencia ρ−M . De este modo
−βF = K
+
1
2
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
[
2ν
(
−αρ2 + ν + (αν − 1) dn,j
)
(αν + 1)−1 −∆M
]
ρ−s
(3.18)
+
1
2
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
∆Mρ−s .
El segundo te´rmino de (3.18) resulta finito siM es suficientemente grande
(M ≥ 3). En tal caso puede removerse el regulador tomando el l´ımite s→ 0
dentro de la suma doble. Ese te´rmino corresponde a sumas dobles finitas
3.1- Campo escalar real 47
que se calculara´n nume´ricamente. Conviene sen˜alar que cuanto mayor es el
valor de M , ma´s ra´pidamente convergen estas sumas. Para simplificar las
evaluaciones nume´ricas se ha tomado M = 6.
El tercer te´rmino de (3.18) contiene las singularidades del problema. Su
tratamiento sera´ similar al del Cap´ıtulo 2. Las u´nicas diferencias correspon-
den al l´ımite inferior del ı´ndice de suma j y a la expresio´n de las frecuencias,
que ahora corresponden a valores enteros de n por tratarse de un sistema
boso´nico.
Resulta natural, entonces, la introduccio´n de las series dobles σm,d como
en (2.72) (donde ahora
∑∞
j=0 reemplaza a
∑∞
k=1).
σm,d =
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
νdρ−(m+s)
∣∣∣∣∣∣
s→0
. (3.19)
Nuevamente, a partir de las propiedades de la funcio´n Γ, puede escribirse la
potencia ρ−(m+s) como en (2.73) para obtener
σm,d =
1
Γ
(
m+s
2
) ∫ τ
0
dτ τ
m+s
2
−1
 ∞∑
j=0
νde−τν
2
[ ∞∑
n=−∞
e−τ(2pi|n|z)
2
]
. (3.20)
Debe recordarse que la suma doble del desarrollo de Debye ∆M resulta
una combinacio´n lineal de σm,d. Se estudiara´n estas u´ltimas en las regiones
en las que la variable adimensional z = RT (u´nico para´metro del problema)
resulta grande o pequen˜a. Se vera´ que a grandes valores de z se obtiene
anal´ıticamente una serie de potencias decrecientes de z, lo que corresponde
a sucesivas correcciones por taman˜o finito al comportamiento de un gas
libre de bosones. En cambio a bajos z son necesarios ca´lculos nume´ricos,
tanto ma´s trabajosos cuanto mayor sea z. En la regio´n intermedia ambas
aproximaciones pueden empalmarse para obtener la descripcio´n completa.
Regio´n de grandes z
Cuando z À 1 los valores grandes de la variable de integracio´n τ son suprim-
idos por el factor exponencial e−τ(2piz)n (salvo para n = 0 que se estudia
separadamente). De este modo, la sumatoria de ı´ndice j puede estudiarse
mediante el denominado desarrollo de Euler–MacLaurin [20]. Este desar-
rollo, de pequen˜os valores de τ , es u´til para la evaluacio´n de sumas mediante
integrales y derivadas del te´rmino general, dando lugar a
S (τ) =
∞∑
j=0
(
τν2
)d/2
e−τν
2
=
1
2
1√
τ
Γ
(
d+ 1
2
)
+
1
2
∞∑
k=1
(−1)k+1
(k + 1)!
[
1
2k
− 2Bk+1
]
τk/2
dk
dxk
(
xde−x
2
)∣∣∣
x=
√
τ
2
.
(3.21)
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Reemplazando en (3.20) y resolviendo la integral en τ se obtiene
σm,d = ζ (m− d+ s, 1/2)
+
(
1
2piz
)m−d−1+s Γ (m−d−1+s2 )Γ (d+12 )
Γ
(
m+s
2
) ζ (m− d− 1 + s)
+2
∞∑
`=0
(−1)`
`!
(
1
2piz
)m+2`+s Γ (m+2`+s2 )
Γ
(
m+s
2
) ζ (m+ 2`+ s) ζ [− (d+ 2`) , 1/2] .
(3.22)
A la vista de la igualdad (3.22) conviene recordar la expresio´n de la
energ´ıa libre (3.18). Si z es grande el segundo te´rmino puede estimarse
mediante el orden M + 1 del desarrollo de Debye. De acuerdo a (3.22) esto
corresponde a un aporte de la forma z−M . Si en el desarrollo del tercer
te´rmino de (3.18) se consideran contribuciones hasta z−(M−1), el segundo
resulta despreciable. Se retendra´n en el desarrollo (3.22) todos los o´rdenes
hasta z−5 y con e´stos se construira´ la energ´ıa libre en la regio´n de grandes
valores de la variable z.
A manera de ejemplo se estudiara´ el caso de condiciones de contorno
tipo Dirichlet. Reemplazando (3.22) en (3.18) y realizando la integral en la
temperatura (o, a radio fijo, en la variable z ) se obtiene la energ´ıa libre a
grandes z
−βF = KH + pi
2
90
4pi
3
z3 +
pi
2
ζ ′ (−2) 4piz + 1
9
piz − 1
48
log (z)− βE (z)
+
1
315
1
piz
log (z)− 1
11520
1
2
1
z2
− 1
9009
ζ (3)
1
2
1
(piz)3
− 47
116121600
1
2
1
z4
− 3196
1993993800
ζ (5)
1
2
1
(piz)5
+O
(
1
z6
)
, (3.23)
donde
−βE (z) = 1
2piz
[
69569
3175200
− 2
315
(C − log (2pi))− 2
315
1
s
]
, (3.24)
y C es la constante de Euler [20].
KH es la constante de integracio´n, a ser fijada imponiendo una condicio´n
adicional a grandes valores de z. Una variante consiste en ajustarla de modo
que las aproximaciones para z À 1 y z ¿ 1 coincidan en la zona intermedia.
En la ecuacio´n (3.24) se encuentra el u´nico te´rmino que resulta diver-
gente cuando el regulador es removido, el cual, como puede verse, contribuye
a la energ´ıa libre con un aporte independiente de la temperatura. Esto sera´
confirmado al estudiar la regio´n z ¿ 1. Tal divergencia puede ser elimi-
nada, renormalizando la teor´ıa a T = 0, mediante la imposicio´n de alguna
condicio´n f´ısica sobre la energ´ıa de vac´ıo.
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Esta aproximacio´n de grandes z esta´ de acuerdo con resultados previos
presentados en las referencias [36, 37], en los que fue considerado el desarrollo
asinto´tico de la densidad de energ´ıa.
Regio´n de pequen˜os z
Para la discusio´n de la regio´n de pequen˜os z debe analizarse el segundo
factor de (3.20),
Sn =
∞∑
n=−∞
e−τ(2pinz)
2
=
∫ ∞
−∞
dx e−τ(2piz)
2x2δp (x) , (3.25)
donde se ha introducido la extensio´n perio´dica de la funcio´n delta, con so-
porte en los enteros
δp(x) =
∞∑
k=−∞
e2piikx . (3.26)
Reemplazando (3.26) en (3.25) e intercambiando la suma y la integral se
obtiene
Sn =
∞∑
n=−∞
e−τ(2pinz)
2
=
1
2
√
piz
1√
τ
∞∑
l=−∞
e−
l2
4τz2 , (3.27)
expresio´n en la cual la variable z aparece en el denominador del argumento de
la exponencial. Debido a e´sto, (3.27) es adecuada para el ana´lisis de la regio´n
z ¿ 1. En particular, en el l´ımite z → 0 la u´nica contribucio´n proviene del
te´rmino l = 0, que conviene mantener aislado. Con la separacio´n propuesta
σm,d = σ
(1)
m,d + σ
(2)
m,d , (3.28)
donde se ha definido
σ
(1)
m,d =
1
2
√
piz
Γ
(
m−1+s
2
)
Γ
(
m+s
2
) ζ (m− d− 1 + s, 1/2) (3.29)
y
σ
(2)
m,d =
2√
piz
1
Γ
(
m+s
2
) ∞∑
l=1
∞∑
j=0
νd
(
l
ν
)m−1+s
2
(
1
2z
)m−1+s
2
Km−1+s
2
(
lν
z
)
.
(3.30)
En (3.30) Km−1+2
2
son funciones modificadas de Bessel. Las expresiones
(3.29) y (3.30) son similares a las del Cap´ıtulo 2. Tal como se sen˜alo´ all´ı,
σ
(1)
m,d contribuye so´lo a la energ´ıa de Casimir del sistema. Otros aportes a esa
energ´ıa se obtendra´n tanto del ca´lculo nume´rico de σ(2)m,d como del segundo
te´rmino de (3.18).
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Siguiendo con el ejemplo de condiciones de contorno tipo Dirichlet, de
σ
(1)
m,d se obtiene
−βF (1) = 1
2piz
[
52211
12700800
+
229
20160
C − 35pi
3
65536
+
565pi5
6291456
− 2
315
1
s
+
11
672
log (2)− 8429
549120
ζ (3) +
230852753
5959489536
ζ (5)+
ζ ′ (−3, 1/2)− 1
4
ζ ′ (−1, 1/2)
]
. (3.31)
Debe enfatizarse que el ca´lculo anal´ıtico desarrollado ha conseguido aislar
el u´nico te´rmino divergente presente en la energ´ıa libre, en la ecuacio´n (3.31).
E´ste resulta independiente de la temperatura y coincide exactamente con
el obtenido en la ecuacio´n (3.24) en el desarrollo de grandes z. Si estas
divergencias son removidas a T = 0, la energ´ıa libre permanece finita a toda
T .
A partir de σ(2)m,d se obtienen otros aportes, dependientes de la temper-
atura y finitos, a la energ´ıa libre del modelo. En estos, que son exponencial-
mente decrecientes cuando z → 0, puede tomarse s → 0 dentro de la serie
doble y proceder a su evaluacio´n nume´rica. Deben efectuarse, entonces,
sumas dobles y la integral respecto de la temperatura sen˜alada en (3.18).
En los te´rminos correspondientes a valores pares de m, las funciones de
Bessel corresponden a exponenciales fa´cilmente integrables en z.
No ocurre lo mismo cuando se consideran los valores impares de m. En
efecto, en tal caso ha debido utilizarse el me´todo de evaluacio´n nume´rica de
integrales de Gauss–Laguerre [18].
Para el ejemplo de condiciones de contorno de Dirichlet, se evalu´a el
aporte total a la energ´ıa libre de σ(2)m,d cortando las sumas dobles correspon-
dientes a grandes valores L y J , elegidos de modo de mantener acotada una
estimacio´n del error proveniente de la“cola” de la serie en valores menores
que 10−6.
Cuando z es pequen˜o, el aporte del tercer te´rmino de (3.18) resulta
fuertemente oscilante, tal como lo muestra la l´ınea continua de la Figura 3.1.
Este comportamiento no es f´ısicamente aceptable y proviene de la utilizacio´n
del desarrollo de Debye en una regio´n en la que es evidentemente mal com-
portado. Se hace entonces necesario calcular las correcciones provenientes
del segundo te´rmino de (3.18).
En el ejemplo de condiciones de contorno Dirichlet este te´rmino se escribe
−βFC =
∫
dz
z
∞∑
n=1
∞∑
j=0
[2ν (ν − dn,j)−∆M ] . (3.32)
Mientras z 6= 0 (M ≥ 3), la suma doble es absolutamente convergente.
De este modo, un nu´mero finito de te´rminos, (los primeros en n y j), pueden
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Fig. 3.1: Contribuciones a la energ´ıa libre del campo escalar Dirichlet; —:
−βF (2)(z); − · −: −βF (C)(z), como funcio´n de z = RT
ser separados de la suma doble, y los restantes, la cola de la serie, ser con-
siderados como un error. Cuanto mayor sea el valor de M sera´ menor el
nu´mero de te´rminos necesarios para la estimacio´n de la suma doble. Es por
esto que se ha tomado M = 6. As´ı
−βFC =
∫
dz
z
N∑
n=1
J(n,N)∑
j=0
[2ν (ν − dn,j)−∆6] + E . (3.33)
La determinacio´n de N se realiza exigiendo que |E| ≤ 10−6.
La l´ınea cortada de la Figura 3.1 muestra el resultado de las correcciones
al desarrollo de Debye. Puede verse claramente que las oscilaciones antes
mencionadas se compensara´n cuando el desarrollo de Debye sea adecuada-
mente complementado.
Se tiene ahora todos los elementos para la construccio´n de la energ´ıa
libre completa del campo escalar real confinado a la esfera, bajo condiciones
de contorno tipo Dirichlet. En efecto,
−βF = KL − βF (1) − βF (2) − βFC . (3.34)
la cual necesita de una condicio´n adicional para la determinacio´n de la con-
stante de integracio´n KL.
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Si el estado de vac´ıo es no degenerado, la entrop´ıa debe ser nula a tem-
peratura cero. La entrop´ıa puede calcularse a partir de (3.34) como
S = − ∂F
∂T
∣∣∣∣
R
=
∂
∂z
(
z
[
−βF (1) − βF (2) − βFC
])
+KL , (3.35)
de modo que de la condicio´n de su anulacio´n a T = 0 resulta
KL = − ∂
∂z
(
z
[
−βF (1) − βF (2) − βFC
])
z=0
. (3.36)
Mediante un ajuste por cuadrados mı´nimos del comportamiento (lineal)
a pequen˜os z, el l´ımite z → 0 pudo ser estimado, obtenie´ndose
KL = 0.029906 . (3.37)
Del mismo ana´lisis surge la energ´ıa de Casimir del modelo, que en la presente
regularizacio´n es
EC = lim
s→0
1
2piR
(
2
315
1
s
+ 0.001969
)
. (3.38)
Naturalmente, la arbitrariedad de la receta de regularizacio´n hace que
no pueda asignarse mayor significado a la expresio´n (3.38). En efecto, si se
hubiera considerado un regulador dependiente de un para´metro de escala µ
(con dimensiones de masa), como ser´ıa, por ejemplo,[(
ν
µR
)2
+
(
2pi
µβ
)2
n2
]−s/2
,
la energ´ıa libre diferir´ıa del segundo miembro de la ecuacio´n (3.18) en un
factor (µR)s. El te´rmino singular en (3.24) o (3.31) conduce a la aparicio´n
(en el l´ımite s → 0) de un te´rmino adicional que se suma a la energ´ıa de
Casimir (3.38)
− 1
2piR
2
315
log (µR) , (3.39)
dependiente de la escala µ. Este te´rmino, que da a la constante renormal-
izada asociada a la energ´ıa de Casimir una dependencia logar´ıtmica con la
escala, ha sido previamente estudiado en [38], donde ha sido interpretado
en te´rminos de constantes “running”. En todo caso, al sumar la energ´ıa de
“cero loops”, la energ´ıa total debe resultar independiente de esta escala.
La Figura 3.2 resume lo calculado hasta ahora en la presente seccio´n.
La l´ınea so´lida muestra los resultados obtenidos a pequen˜os valores de z
(eliminando el te´rmino singular de (3.31). Las l´ıneas de trazos muestran
desarrollos para grandes z con M = 2 y M = 6 (con evidente mal com-
portamiento si z es pequen˜o). Por otra parte, ambas aproximaciones se
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Fig. 3.2: Campo escalar Dirichlet; —: Aproximacio´n de z pequen˜o; − · −:
Aproximacio´n de z grande
encuentran desplazadas en una constante, producto de no haber fijado au´n
el valor de KH . Ajustando ambas aproximaciones resulta KH = 0.135599.
Reuniendo los resultados se completa el comportamiento de la energ´ıa
libre del campo escalar con condiciones de contorno de Dirichlet. Este re-
sultado se muestra en la Figura 3.3
Para cerrar la presente seccio´n conviene recordar que el conocimiento de
la energ´ıa libre del sistema asegura la descripcio´n termodina´mica completa
del modelo. Por ejemplo, utilizando la variable z propuesta, la energ´ıa
interna se escribe
βU (T,R) = z
∂
∂z
(−βF )R (3.40)
y el calor espec´ıfico a volumen constante
CV =
∂
∂z
[
z2
∂
∂z
(−βF )
]
R
(3.41)
donde las derivadas se toman a R constante.
3.2 Campo fermio´nico
Habiendo adquirido experiencia en la determinacio´n de la energ´ıa libre con
el ejemplo simple del campo escalar, se aplicara´ el meto´do desarrollado a la
energ´ıa de referencia del Cap´ıtulo 2.
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Fig. 3.3: −βF – Campo escalar Dirichlet
Se estudia entonces la energ´ıa libre de un sistema fermio´nico confinado
en una cavidad esfe´rica esta´tica de radio R, en equilibrio a temperatura T
y sometido a condiciones de contorno tipo bolsa M. I. T.. Los ca´lculos a
realizar para atacar este problema son muy similares a los desarrollados en
la seccio´n 3.1.
La accio´n efectiva del modelo viene dada por
SE =
∫ β
0
dτ
∫
V
d3x ψ¯ iγµ∂µ ψ (3.42)
y su funcio´n de particio´n se calculara´ a partir de
Z =
∫
C.C.
Dψ¯Dψ e−SE ≡ det (i 6∂)B , (3.43)
donde B esta´ dado en (2.38).
Utilizando la antiperiodicidad de las funciones sobre las que debe calcu-
larse el determinante (sistema fermio´nico), pueden introducirse las frecuen-
cias
ωn =
2pi
β
(
n+
1
2
)
, (3.44)
reduciendo el ca´lculo del determinante a
−βF =
∞∑
n=−∞
tr
[
log
(
ωnγ
0 + i~γ.~∇
)]
B
. (3.45)
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Tal como en el caso del campo escalar, la derivada respecto de la temper-
atura resulta u´til para vincular el ca´lculo con el de una traza que involucra
a la funcio´n de Green. De este modo
−βF = K +
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
ωntr
[
G
(
~x, x′;ωn
)
γ0
]
, (3.46)
donde “tr” se refiere a las variables espaciales y matriciales, y se introdujo
la funcio´n de Green(
iωnγ
0 + i~γ.~∇
)
G (~x, ~x′;ωn) = I4δ(3) (~x− ~x′) ; x ∈ ΩR
(I + i 6 n)G (~α, ~x′;ωn) = 0; α ∈ ∂ΩR
, (3.47)
que satisface las condiciones de contorno correspondientes a la bolsa de
M. I. T.
En el ape´ndice B se muestran las funciones de Green necesarias (para
esta seccio´n y la siguiente), las que se obtienen de la extensio´n del ca´lculo
presentado en [19] al caso de temperatura no nula. Para su obtencio´n se
utiliza la base de los armo´nicos esfe´ricos spinoriales, de modo que la traza
involucrada en (3.46) se reduce a una suma sobre los subespacios invariantes
frente al grupo de rotaciones SU(2)1. Se tiene, entonces,
tr
[
G
(
~x, ~x′;ωn
)
γ0
]
= − 1
ωn
∞∑
j=0
(2ν + 1)
[
2ν − x d
dx
log
(
I2ν (xn) + I
2
ν+1 (xn)
)]
= − 2
ωn
∞∑
j=0
(2ν + 1)
×
[
2νρ2 + ν2 − 2ν2dn,j − 2ρ2dn,j − 2νdn,j + 2νd2n,j + d2n,j
]
×
(
ρ2 − 2νdn,j + d2n,j
)−1
, (3.48)
donde ν, ρ, xn y dn,j coinciden con las definidas en la ecuacio´n (3.16) de la
seccio´n 3.1.
Reemplazando (3.48) en la energ´ıa libre (3.46)
−βF =
K +
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
(−2) (2ν + 1)
×
[
2νρ2 + ν2 − 2ν2dn,j − 2ρ2dn,j − 2νdn,j + 2νd2n,j + d2n,j
]
1No´tese que en este caso el isospin juega un papel secundario, contribuyendo so´lo con
un factor de degeneracio´n igual a 2
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×
(
ρ2 − 2νdn,j + d2n,j
)−1
. (3.49)
Las serie doble de (3.49) es divergente y, para que tenga algu´n sentido,
debe ser regularizada. En presencia del regulador anal´ıtico ρ−s, sumando y
restando los primeros o´rdenes del desarrollo de Debye del te´rmino general,
puede aislarse un te´rmino que contiene las divergencias. Se obtiene
−βF =
K +
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
{
(2ν + 1)
[
2ν − x d
dx
log
(
I2ν (xn) + I
2
ν+1 (xn)
)]
−∆6
}
+
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
∆6ρ−s . (3.50)
Como en la seccio´n anterior, el te´rmino divergente sera´ estudiado anal´ıti-
camente de modo de aislar las singularidades como polos dependientes del
para´metro regulador s. Como antes, el desarrollo de Debye sugiere la in-
troduccio´n de las sumas dobles σm,d, a ser combinadas linealmente segu´n
los coeficientes de los desarrollos asinto´ticos del Ape´ndice A, que pueden
ser estudiadas en los l´ımites de grandes y pequen˜os valores de la variable
adimensional z.
En la regio´n de z À 1 se tiene
σm,d
=
(
1
2piz
)m−d−1+s Γ (m−d−1+s2 )Γ (d+12 )
Γ
(
m+s
2
) ζ (m− d− 1 + s, 1
2
)
+2
∞∑
`=0
(−1)`
`!
(
1
2piz
)m+2`+s Γ (m+2`+s2 )
Γ
(
m+s
2
) (3.51)
×ζ
(
m+ 2`+ s,
1
2
)
ζ [− (d+ 2`) , 1/2] .
Al igual que en la seccio´n 3.1, si se retienen te´rminos hasta el orden z−5,
el aporte del segundo te´rmino de (3.50) es despreciable. As´ı, integrando
respecto de la temperatura, se obtiene la energ´ıa libre en la regio´n de grandes
z como un desarrollo en potencias de z−1
−βF = KH + 7pi
2
180
4pi
3
z3 − 1
9
piz − βE (z)
+
1
63
1
piz
log (z)− 1
3840
1
2
1
z2
− 1
660
ζ (3)
1
2
1
(piz)3
− 1
1290240
1
2
1
z4
− 8587
2327925600
ζ (5)
1
2
1
(piz)5
+O
(
1
z6
)
, (3.52)
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donde el te´rmino independiente de la temperatura, que contiene la u´nica
singularidad remanente, es
−βE (z) = 1
2piz
[
pi
512
+
3523
793800
− 2
63
(
C − log
(
pi
2
))
− 2
63
1
s
]
. (3.53)
Los resultados (3.52) y (3.53) coinciden con ca´lculos previos en [39, 40],
basados en desarrollos asinto´ticos de la densidad de energ´ıa. Tal como se
sen˜ala en esos trabajos, el desarrollo de grandes z para el campo fermio´nico
no cuenta con un te´rmino proporcional a la superficie de la bolsa (como el
que si aparec´ıa en caso del campo escalar Dirichlet(3.23)). La anulacio´n del
mismo proviene de la suma sobre las dos paridades de este caso.
Por otra parte, en la regio´n de pequen˜os z conviene proceder, como en la
secciones 3.1 y 2.3.3, introduciendo la delta con soporte en los semienteros
en el segundo factor de la expresio´n de σm,d dada en (2.74). Esto permite
aislar el aporte de z = 0 (que contiene la parte divergente) del resto, que
sera´ calculado nume´ricamente. Separando de esa manera la expresio´n de
σm,d se obtiene
σm,d = σ
(1)
m,d + σ
(2)
m,d ,
donde cada te´rmino viene dado por
σ
(1)
m,d =
1
2
√
piz
Γ
(
m−1+s
2
)
Γ
(
m+s
2
) ζ (m− d− 1 + s, 1/2) (3.54)
σ
(2)
m,d =
2√
piz
1
Γ
(
m+s
2
) ∞∑
k=1
∞∑
j=0
(−1)k νd
(
k
ν
)m−1+s
2
(
1
2z
)m−1+s
2
Km−1+s
2
(
kν
z
)
.
(3.55)
Como en el caso escalar, σ(1)m,d aporta so´lo a la energ´ıa de Casimir del
sistema. Su contribucio´n es
−βF (1) = 1
2piz
[
− 7pi
512
− 384803
3175200
+
323
5040
C − 71pi
2
20160
− 29pi
3
16384
+
pi4
532224
− 1015pi
5
6291956
− 2
63
1
s
+
27
280
log (2)− 203pi
8192
ζ (3) +
17
2112
ζ (3)
−26071pi
524288
ζ (5)− 2442397
827706880
ζ (5)− 4ζ ′ (−3, 1/2)
− 6ζ ′ (−2, 1/2)− 3ζ ′ (−1, 1/2)− 1
2
ζ ′ (0, 1/2)
]
, (3.56)
u´nico te´rmino divergente cuando s → 0. Tal divergencia es independiente
de la temperatura y permite la renormalizacio´n del modelo a T = 0.
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Fig. 3.4: −βF – Campo fermio´nico M. I. T.
La contribucio´n de σ(2)m,d se calcula nume´ricamente de la manera sen˜alada
en la seccio´n 3.1. Nuevamente han debido considerarse integraciones nume´-
ricas por el me´todo de Gauss–Laguerre. Asimismo, las sumas dobles se han
cortado para valores de sus ı´ndices suficientemente grandes de modo que la
cola de la serie resulte despreciable. El mal comportamiento del desarrollo de
Debye cuando z es pequen˜o da origen a fuertes oscilaciones que se compensan
cuando se suma la correccio´n al desarrollo de Debye, que surge del segundo
te´rmino de (3.50).
Mediante regresio´n lineal se ajusto´ el comportamiento de la suma de las
contribuciones a la energ´ıa libre z
(
−βF (1) − βF (2) − βFC
)
a pequen˜os z.
Esto permitio´, v´ıa la imposicio´n de la anulacio´n de la entrop´ıa a temperatura
cero, la determinacio´n de la constante de integracio´n KL.
En el marco de la presente regularizacio´n, la energ´ıa de Casimir del
modelo es
EC = lim
s→0
1
2piR
(
2
63
1
s
+ 0.033667
)
. (3.57)
Finalmente, ajustando la constante KH , las aproximaciones de grandes
y pequen˜os z pueden conectarse para dar lugar a la energ´ıa libre mostrada
en la Figura 3.4.
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3.3 Campo de gauge (Abeliano)
Para completar el presente Cap´ıtulo se estudiara´ el caso de un campo de
gauge abeliano. El intere´s en tal ejemplo surge de que la energ´ıa libre de ese
modelo coincide con la energ´ıa libre a 1−loop del campo de gluones. Los
gluones son introducidos como part´ıculas vectoriales libres en el modelo de
la bolsa de M. I. T. En el mismo, las condiciones de contorno son tales que
mantienen confinada la corriente de gauge.
La presencia de la simetr´ıa de gauge complica el ana´lisis en este caso.
En efecto, las te´cnicas de Fadeev–Popov deben ser utilizadas para evitar
el sobreconteo en la integracio´n funcional. Esto da lugar a la aparicio´n de
campos “fantasmas” (ghosts) cuyo aporte a la energ´ıa libre debe analizarse
cuidadosamente. Se vera´ que la contribucio´n de estos campos se cancela con
la proveniente de los modos temporal y longitudinal.
As´ı, los aportes relevantes a la energ´ıa libre del campo de gauge abeliano
surgen de los modos transversales, ele´ctrico y magne´tico.
3.3.1 Tratamiento de la simetr´ıa de gauge
Se considera el campo de gauge abeliano, cuya accio´n eucl´ıdea esta´ dada por
SE =
∫ β
0
dτ
∫
V
d3x
[
−1
4
FµνF
µν
]
, (3.58)
donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Este tensor resulta invariante si se realiza la
transformacio´n
Aµ → Aµ + ∂µϕ . (3.59)
La presencia de la simetr´ıa de gauge hace que la integracio´n funcional
que define la funcio´n de particio´n deba tormarse con precaucio´n. En efecto,
debe evitarse el mu´ltiple conteo de trayectorias que se relacionan mediante
transformaciones de gauge. Como es usual en estos casos, se introduce una
delta funcional y el correspondiente determinante de Fadeev y Popov [41].
La funcio´n de particio´n se escribe entonces
Z =
∫
DAµδ [F [A]] ,Det(MFP )e−SE , (3.60)
donde Det(MFP ) es el determinante de Fadeev–Popov correspondiente a la
condicio´n de gauge F [A] = 0. El determinante de Fadeev–Poppov puede
escribirse en te´rminos de campos de Grassman, llamados fantasmas, como
DetMFP =
∫
DηDηe−
∫
d4x ηMη, (3.61)
donde ∫
d4x ηMη = −1
2
∫
d4x η
∂F [A]
∂Aµ
∂µη. (3.62)
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Por otra parte, una representacio´n exponencial de la delta funcional da
lugar a
Z =
∫
D [A, η, η] e−Seff , (3.63)
donde la accio´n efectiva es
Seff =
∫ β
0
∫
d3x
[
1
4
FµνF
µν − 1
2
(F [A])2 − ηMη
]
.
Se utilizara´ la condicio´n de Lorentz F [A] = ∂µAµ, resultando en tal caso
∂F
∂Aµ
= ∂µ.
El te´rmino de los campos fantasmas involucra entonces al operador de
D’Alembert ∂2.
De ese modo, en la anterior representacio´n, llamada gauge de Feynman,
la funcio´n de particio´n se factoriza como
Z = ZG · ZA , (3.64)
donde
ZG =
∫
DηDη¯ e− 12
∫ β
0
dτ
∫
V
d3x η¯∂2η ≈
+1
det
(
∂2
)
BG
(3.65)
ZA =
∫
DAµ e−
1
2
∫ β
0
dτ
∫
V
d3xAµ∂2δµνAν ≈ det−1/2
[
∂2δµν
]
BA
. (3.66)
De acuerdo a (3.65), la accio´n de los campos fantasmas corresponde a
la de un campo escalar complejo. Pero la potencia +1 del determinante
refleja el hecho de que se trata de campos escalares a valores en un a´lgebra
de Grassmann.
3.3.2 Ca´lculo de la energ´ıa libre
La energ´ıa libre es suma de dos te´rminos, correspondientes a ghosts y campo
vectorial
−βF = −βFG − βFA , (3.67)
donde
−βFG = log det
(
∂2
)
BG
(3.68)
y
−βFA = −12 log det
(
∂2 ⊗ I4
)
BA
. (3.69)
Para entender el aporte de los ghosts, conviene sen˜alar que, tal como se
demuestra en [42, Ape´ndice B], esos campos satisfacen las condiciones de
contorno de Neumann. La energ´ıa libre del campo escalar fue estudiada en
la Seccio´n 3.1. El hecho de que los “ghost” toman valores en un a´lgebra
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de Grassmann se traduce, en la energ´ıa libre, en el cambio del factor −1/2
en el segundo miembro de la ecuacio´n (3.3) (que proviene de la potencia
del determinante) por un factor +1. Esta diferencia hara´ que el aporte de
los ghosts sea compensado por dos campos escalares “c–numbers” que se
identificara´n ma´s adelante.
Para el estudio de la energ´ıa libre proveniente del campo vectorial Aµ se
procede como anteriormente. En efecto, derivando e integrando respecto de
la temperatura se obtiene
−βFA = K − 12
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
(
−2ω2n
)
TrG
(
~x, ~x′;ωn
)∣∣
BA
, (3.70)
donde se ha utilizado la periodicidad de los campos boso´nicos en la direccio´n
del tiempo eucl´ıdeo para la introduccio´n de las frecuencias ωn.
La funcio´n de Green sen˜alada en (3.70) satisface(
−ω2n +∇2
)
δµρGσρ
(
~x, ~x′;ωn
)
= δµσδ(3)
(
~x− ~x′) ; x ∈ ΩR (3.71)
y la condicio´n de contorno que surge de la conservacio´n (anulacio´n) en el
borde de la corriente asociada a la simetr´ıa de gauge. Esta condicio´n de
contorno impone, sobre el tensor de campo
nµF
µν |r=R = 0 . (3.72)
Si bien se ha fijado la condicio´n de gauge mediante la introduccio´n de
la delta funcional y el determinante de Fadeev y Popov, au´n queda una
libertad adicional, que surge de la indeterminacio´n en el gauge de Lorentz
Aµ → Aµ + ∂µχ ; ∂2χ = 0 . (3.73)
No´tese que en una regio´n acotada la u´ltima ecuacio´n tendra´ soluciones no
triviales. Esta indeterminacio´n puede ser eliminada [35] mediante el agre-
gado de una condicio´n de contorno adecuada, compatible con (3.72). Esta
es
nµA
µ|r=R = 0 . (3.74)
Considerando la componente ν = 0 de la ecuacio´n (3.72), junto con (3.74),
resulta inmediato que la componente temporal del campo vectorial, A0, tiene
una contribucio´n igual a la de un campo escalar (c-number) que satisface
condiciones de contorno de Neumann. Esta cancela la mitad del aporte de
ghosts.
Las componentes tipo espacio de la funcio´n de Green del campo vectorial
son la solucio´n del problema (ver Ape´ndice B)(
−ω2n +∇2
)
δijGjk
(
~x, ~x′;ωn
)
= δijδ(3)
(
~x− ~x′) ; x ∈ ΩR
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P ij⊥G
jk (~α, ~x′;ωn) = 0(
1 +R
∂
∂r
∣∣∣∣
r=R
)
P ij‖ G
jk (~α, ~x′;ωn) = 0 , (3.75)
donde P⊥ y P‖ son proyectores perpendicular y paralelo, respectivamente,
a la superficie de la cavidad. Las condiciones de contorno sen˜aladas se
obtienen fa´cilmente de las componentes espaciales de (3.72) y de (3.74). Gjk
fue calculada en [19] (a T = 0), utilizando la base de los armo´nicos esfericos
vectoriales, combinada adecuadamente para separar los modos longitudinal,
transversal ele´ctrico y transversal magne´tico.
Resumiendo, cuando se calcula la traza de la funcio´n de Green del campo
vectorial, se obtiene
Tr
[
G
(
~x, ~x′;ωn
)]
B = 2Tr
[
G
(
~x, ~x′;ωn
)]
escalarNeumann
+
1
ω2n
+
1
2ω2n
∞∑
j=1
2ν
[
(ν − dn,j) +
(
ν − dn,j + 2ρ
2
1 + 2dn,j
)]
. (3.76)
El primer te´rmino cancela totalmente el aporte de los campos fantasma.
De los restantes se obtiene la energ´ıa libre total para el campo de gauge
abeliano,
−βF = K + 1
2
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
.j=0
{2δj,0+
(1− δj,0)2ν
[
(ν − dn,j) +
(
ν − dn,j + 2ρ
2
1 + 2dn,j
)]}
. (3.77)
que, como en las versiones anteriores de los campos escalar y fermio´nico,
so´lo toma sentido en el marco de alguna regularizacio´n. La introduccio´n del
regulador anal´ıtico ρ−s hace que el segundo te´rmino de (3.77) se anule. En
efecto,
∞∑
n=−∞
∞∑
j=0
δj,0ρ
−s =
∞∑
n=−∞
{
1
4
+
(
2piRn
β
)2}−s/2
= 2s + 2
(
2piR
β
)−s
ζ(s) + o(s)→s→0 1 + 2ζ(0) = 0. (3.78)
Los aportes restantes (salvo por el hecho de que ahora las sumatorias
partira´n de j = 1) corresponden a campos escalares que satisfacen condi-
ciones de contorno tipo Dirichlet y tipo Robin, como se ve fa´cilmente de las
ecuaciones (3.14) y (3.15).
La estrategia desarrollada previamente para aislar las singularidades
puede repetirse. Se introduce el desarrollo de Debye de las funciones de
Bessel y consistentemente el desarrollo de Taylor del te´rmino general de la
suma doble, sumando y restando los primeros o´rdenes en ρ. En presencia del
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regulador, se aislan partes finitas (en las que el l´ımite s→ 0 puede tomarse
en cada te´rmino de la sumatoria) de partes divergentes a regularizar. As´ı
−βF = K + 1
2
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
j=1
2ν
×
{[
2ν − xn d
dxn
log
[
(2ν + 1) I2ν (xn) + 2xnIν+1 (xn) Iν (xn)
]]
−∆6
}
+
1
2
∫
dT
T
∞∑
n=−∞
∞∑
.j=1
∆6ρ−s . (3.79)
Nuevamente, el estudio del desarrollo de Debye sugiere la introduccio´n
de sumas dobles σm,d, similares a las de los casos anteriores, pero teniendo
en cuenta los cambios en los ı´ndices de suma.
En el desarrollo de grandes z se tiene
σm,d = ζ (m− d+ s, 1/2)
+
(
1
2piz
)m−d−1+s Γ (m−d−1+s2 )Γ (d+12 )
Γ
(
m+s
2
) ζ (m− d− 1 + s)
+2
∞∑
`=0
(−1)`
`!
(
1
2piz
)m+2`+s Γ (m+2`+s2 )
Γ
(
m+s
2
) ζ (m+ 2`+ s)
×
[
ζ [− (d+ 2`) , 1/2]− 1
2d+2`
]
, (3.80)
que puede reemplazarse en el tercer te´rmino de (3.79), para obtener la en-
erg´ıa libre a orden z−5
−βF = KH + pi
2
45
4pi
3
z3 − 4
9
piz +
5
8
log (z)− βE (z)
+
16
315
1
piz
log (z) +
1
3840
1
2
1
z2
− 1
3465
ζ (3)
1
2
1
(piz)3
+
1
38707200
1
2
1
z4
− 376
2429225
ζ (5)
1
2
1
(piz)5
+O
(
1
z6
)
. (3.81)
En esta expresio´n
−βE (z) = 1
2piz
[
110629
217520
− 16
315
(C − log (2pi))− 16
315
1
s
]
. (3.82)
Este resultado es similar al publicado en las referencias [43, 40], en las
que se utiliza el desarrollo asinto´tico de la densidad de energ´ıa. As´ı como
se ha visto en el caso fermio´nico, tampoco en este caso aparece un te´rmino
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proporcional a la superficie de la cavidad, ahora debido a que se han sumado
contribuciones de los dos estados de polarizacio´n del campo de gauge.
Para completar el estudio del campo de gauge habra´ que analizar el
comportamiento en la regio´n de pequen˜os z. Nuevamente, el aporte de las
sumas dobles σm,d puede separarse dando, en primera instancia, un te´rmino
que contribuye a la energ´ıa de Casimir del sistema
−βF (1) = 1
2piz
[
35431pi
1270080
− 31
2016
C + 9pi
3
32768
+
677pi5
4194304
− 16
315
1
s
−
137
1680
log (2)− 481pi
21120
ζ (3) +
188682709pi
14898723840
ζ (5)+
2ζ ′ (−3, 1/2)− 1
2
ζ ′ (−1, 1/2)
]
. (3.83)
Por otra parte se calcula nume´ricamente el aporte de σ(2)m,d, cortando las
sumas dobles a valores suficientemente grandes de los ı´ndices de modo que
la contribucio´n de la cola de la serie resulte despreciable. En estos ca´lculos
nume´ricos, las integrales en la variable z de los te´rminos con m impar se
realizaron por el me´todo de Gauss–Laguerre. Nuevamente, el mal compor-
tamiento del desarrollo de Debye para z pequen˜os fue sen˜alado por la pres-
encia de fuertes oscilaciones, que se cancelan al introducir las correcciones
a tal desarrollo (segundo te´rmino de (3.79)). Finalmente se determinaron
las constantes KL y KH , la primera imponiendo la anulacio´n de la entrop´ıa
a temperatura cero, la segunda ajustando las aproximaciones de grandes y
pequen˜os z en la zona intermedia. Como resultado de estos ca´lculos se ob-
tuvo la energ´ıa de Casimir del sistema, que en el marco de la regularizacio´n
utilizada es
EC = lim
s→0
1
2piR
(
16
315
1
s
+ 0.004597
)
, (3.84)
y la energ´ıa libre que se muestra en la Figura 3.5 como funcio´n de la variable
adimensional z
3.4 Resumen del Cap´ıtulo 3
Habiendo introducido en el Cap´ıtulo 2 me´todos para la evaluacio´n de de-
terminantes de cocientes de operadores el´ıpticos (directamente relacionados
con diferencias de energ´ıas libres de sistemas de intere´s f´ısico) se puso en
evidencia la necesidad de considerar mecanismos complementarios para el
ca´lculo de los determinantes (o bien de las energ´ıas) de referencia.
Tal como se ha dicho, la funcio´n de Green contiene suficiente informacio´n
como para permitir este ca´lculo, evitando la resolucio´n del problema de au-
tovalores del hamiltoniano (que en los casos de intere´s conduce a ecuaciones
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Fig. 3.5: −βF – Campo de gauge (abeliano) M. I. T.
trascendentes). De este modo se han obtenido los determinantes de referen-
cia, relacionando sus valores con las funciones de Green que satisfacen las
condiciones de contorno de cada problema.
En el Cap´ıtulo 2 se calculo´ la diferencia de la energ´ıa libre de fermiones
confinados en una regio´n esfe´rica, sujetos a condiciones de contorno de bolsa
quiral, respecto de la energ´ıa libre de una bolsa de M. I. T. En el presente
cap´ıtulo, previo desarrollo del me´todo de ca´lculo utilizando el modelo de
prueba del campo escalar, se calculo´ la energ´ıa libre correspondiente a los
te´rminos de la bolsa M. I. T. Asimismo, para completar ese modelo, se
estudio´ el caso del campo de gauge (abeliano) necesario para introducir los
gluones en la bolsa.
En todos los casos se relaciono´ la energ´ıa libre con la traza regularizada
de expresiones que contienen la funcio´n de Green. La utilizacio´n de las
simetr´ıas presentes en cada caso permitio´ la introduccio´n de bases discretas
que condujeron a la aparicio´n de sumas dobles divergentes. En el marco
de una regularizacio´n anal´ıtica, la introduccio´n del desarrollo de Debye de
las funciones de Bessel permitio´ el aislamiento de te´rminos singulares que, a
diferencia de otros finitos (calculados nume´ricamente), pudieron ser estudi-
ados de forma anal´ıtica. Las singularidades resultaron independientes de la
temperatura. En consecuencia, una vez renormalizado el problema (por la
introduccio´n de contrate´rminos independientes del campo en la energ´ıa de
cero loop) a T = 0, la introduccio´n de los efectos de temperatura finita no
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da lugar a nuevas divergencias.
Fueron considerados desarrollos va´lidos en las regiones de z = RT (u´nica
variable del problema) grande y pequen˜o. En la regio´n de grandes z so´lo el
desarrollo de Debye resulta relevante, conduciendo a una serie de potencias
de z−1. Tal serie, coincidente con resultados de la literatura previa, puede
entenderse como sucesivas correcciones por taman˜o finito al comportamiento
de gases libres. Por otra parte, en la regio´n de pequen˜os z la correccio´n al
desarrollo de Debye resulto´ de vital importancia. De la vinculacio´n de ambas
aproximaciones se obtuvo la energ´ıa libre para todo z.
Consideraciones especiales fueron necesarias para el estudio del campo de
gauge. En efecto, la presencia de la simetr´ıa de gauge exige un tratamiento
cuidadoso, correspondiente a la introduccio´n de campos fantasmas mediante
la te´cnica de Fadeev y Popov. Se ha demostrado que tales campos no apor-
tan, al menos en el caso abeliano (o a 1-loop en el no abeliano), a la energ´ıa
libre de tal sistema. Su contribucio´n se cancela con la de los modos tempo-
ral y longitudinal, dejando so´lo los te´rminos correspondientes a los modos
transversales, ele´ctrico y magne´tico.
En el Cap´ıtulo 4 se utilizara´n todos estos resultados en el marco de
modelos de intere´s en Teor´ıa de Campos. En particular, se introducira´n el
modelo de la gota de plasma [40], simple extensio´n de la bolsa de M. I. T.,
y la bolsa quiral h´ıbrida [44].
Cap´ıtulo 4
Aplicacio´n a Modelos de
Teor´ıa de Campos
En el presente Cap´ıtulo se estudiara´ la aplicacio´n de los me´todos desarrol-
lados para la evaluacio´n de determinantes funcionales en regiones con borde
a problemas de intere´s en Teor´ıa Cua´ntica de Campos.
Ma´s precisamente, las te´cnicas y ca´lculos desarrollados tienen una apli-
cacio´n natural en el estudio de modelos efectivos para la descripcio´n de
hadrones, a temperatura finita.
Si bien la Cromodina´mica Cua´ntica ha demostrado ser la base teo´rica
para la descripcio´n de las interacciones fuertes, existen enormes dificultades
para deducir de ella la conocida propiedad de confinamiento, por ser e´ste de
un feno´meno no perturbativo. Esto ha motivado la introduccio´n de modelos
efectivos, con confinamiento expl´ıcito, tales como los denominados de la
bolsa [16, 45].
Los modelos de la bolsa han sido extensamente estudiados en los an˜os 70
y 80, obtenie´ndose resultados resonantes tales como el ajuste de las masas
de los bariones [46] a partir de la bolsa de M. I. T. En una aproximacio´n al
problema totalmente distinta, propiedades de bajas energ´ıas de los bariones
han sido deducidas a partir de solitones del modelo de Skyrme. La combi-
nacio´n de ambas descripciones en modelos de dos fases (interna–quarks +
externa–skyrmio´n) ha dado lugar al modelo llamado bolsa quiral h´ıbrida.
Recientemente se ha despertado gran intere´s en el estudio de estos sis-
temas a temperatura finita [36, 47, 48]. En efecto, existe la posibilidad de
que ocurra una transicio´n de fase deconfinante a temperaturas suficiente-
mente “bajas” como para ser alcanzadas en experimentos de altas energ´ıas.
Se espera que la materia hadro´nica pueda pasar a un nuevo estado, denom-
inado plasma de quarks y gluones, a temperaturas entre 100 y 200 MeV.
Tales energ´ıas no parecen lejanas en la actualidad. En colisiones de iones
pesados a altas energ´ıas se espera la formacio´n del deconfinado plasma de
quarks y gluones en la regio´n de la colisio´n. A medida que e´ste se expande y
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enfr´ıa, la materia se hadroniza, obtenie´ndose nuevamente la fase ordinadia
confinada [48].
La posibilidad de estudio de este tipo de transiciones de fase esta´ rela-
cionada con emprendimientos experimentales tales como RHIC (Relativitic
Heavy Ion Collider - Brookhaven National Laboratory) donde se espera al-
canzar energ´ıas de 100 GeV/nucleo´n en el sistema del centro de masa, o
bien LHC (Large Hadron Collider - CERN) donde se estima disponer de 3
TeV/nucleo´n.
En este cap´ıtulo se estudiara´n, como ejemplos de aplicacio´n, los modelos
de la gota de quarks y gluones, estrechamente relacionado con la bolsa de
M. I. T. , y el de la bolsa quiral h´ıbrida.
4.1 Cromodina´mica Cua´ntica (Aspectos generales)
La descripcio´n actual de las interacciones fuertes se basa en la cromodina´mica
cua´ntica (Q. C. D. ). Un conjunto de campos fermio´nicos sin masa, con
grados de libertad internos de color y sabor, representan a los quarks. El
lagrangiano libre para esas part´ıculas es
LD = Ψfai∂µγµΨfa (4.1)
donde a = 1, 2, 3 es el ı´ndice de color, f = u, d, s, . . . el de sabor y el campo
Ψ(x) esta´ en la representacio´n (1/2, 0)⊕ (0, 1/2) del grupo de Lorentz.
El lagrangiano (4.1) resulta invariante frente a transformaciones globales
del grupo SU(3)C de color
U = eigθata
donde θa, a = 1, 2, . . . , 8 son los para´metros globales de la transformacio´n,
mientras que ta son los generadores del grupo, conocidos como matrices de
Gell–Mann.
Para extender esta simetr´ıa a una invarianza local, hay que introducir
interacciones entre los fermiones y nuevos campos boso´nicos. En efecto, los
campos (de gauge) que mediara´n las interacciones entre las part´ıculas, se
acoplan a e´stas a trave´s de la derivada covariante
(Dµ)ij = δij∂µ − ig (ta)ij Aaµ(x) (4.2)
El lagrangiano invariante de gauge local es
L1 = Ψfaiγµ (Dµ)abΨfb = Ψ
f
ai 6DabΨfb (4.3)
Para considerar la dina´mica de los campos de gauge se introduce el tensor
de intensidades de campo (covariante frente a transformaciones locales)
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + fabcAbµAcν , (4.4)
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y, de la construccio´n de un te´rmino cuadra´tico invariante de Lorentz, se
obtiene el lagrangiano cla´sico de la Q. C. D.
LQ. C. D. = Ψfai 6DabΨfb −
1
4
F aµνF
a,µν (4.5)
No se han considerado hasta ahora te´rminos de masa para las part´ıculas.
Si, tal como se hara´ mas adelante, se restringe el estudio a los sabores u y
d, la aproximacio´n de masa nula resulta razonable.
Algunos aspectos fundamentales de esta teor´ıa se detallan a continuacio´n
[49]
Renormalizabilidad: Demostrada por t’Hooft [50, 51] para las teor´ıas de
gauge no abelianas.
Universalidad: La simetr´ıa de gauge exige que los acoplamientos se exp-
resen en te´rminos de una u´nica constante “g”.
Libertad Asinto´tica: Mostrada por Gross y Wilczek [52], y por Politzer
[53]. La constante de acoplamiento efectiva se anula con la distancia.
En tal re´gimen cobran sentido los ca´lculos perturbativos.
Confinamiento: La constante de acoplamiento efectiva crece con la dis-
tancia. No se encuentran entonces quarks ni gluones libres. E´ste es
un feno´meno claramente no perturbativo.
La deduccio´n anal´ıtica del confinamiento del color a partir de la Q. C. D.
ofrece formidables dificultades matema´ticas en razo´n de su cara´cter no per-
turbativo. Esto ha conducido a la introduccio´n de modelos efectivos donde
se simula esta propiedad. Una forma de obtener expl´ıcitamente el confi-
namiento mediante la imposicio´n de condiciones adicionales, que ha desper-
tado gran intere´s [16, 54, 19, 55], corresponde a los llamados modelos de la
“bolsa”. Estos tienen la ventaja de ser formulaciones covariantes (a diferen-
cia, por ejemplo, de la consideracio´n de potenciales confinantes), y han sido
aplicados con gran e´xito al ajuste de las masas de los hadrones [46].
El objeto de este Cap´ıtulo es utilizar los resultados de los Cap´ıtulos 2
y 3 para el estudio de algunas magnitudes referidas a modelos relacionados
con la bolsa de M. I. T. [16] y la bolsa quiral h´ıbrida [45].
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4.2 Modelo de la bolsa de M. I. T.
El modelo de la bolsa de M. I. T. fue introducido por primera vez en 1974
[16], para la descripcio´n de hadrones y sus interacciones fuertes en una teor´ıa
expl´ıcitamente confinante. Su descripcio´n ha sido ampliamente discutida en
la literatura [49, 16, 54] por lo que so´lo se hara´ una breve resen˜a de sus
caracter´ısticas principales.
La idea fundamental consiste en suponer que los campos con grados de
libertad de color son no nulos so´lo en regiones acotadas del espacio. En
consecuencia, han de estar sometidos a condiciones de contorno en el borde
de esas regiones, que impidan su flujo al exterior.
Se considera un campo fermio´nico sin masa, Ψr(x), confinado en una
cavidad, en cuyo interior satisface la ecuacio´n de Dirac libre
iγµ∂µΨr(x) = 0, (4.6)
donde r representa a los ı´ndices de color y sabor (se considerara´n so´lo dos
sabores).
La simetr´ıa del problema frente a transformaciones de SU(2)f ⊗SU(3)C
da lugar a la conservacio´n local, en el interior de la bolsa, de las corrientes
jµrs(x) = Ψr(x)γ
µΨs(x). (4.7)
La conservacio´n del color en el interior de la bolsa se satisface si la compo-
nente normal de estas corrientes se anula en el borde
nµj
µ
rs|∂Ω = 0 ⇒ Ψr(x)nµγµΨs(x)
∣∣∣
∂Ω
= 0 (4.8)
Si bien la simple anulacio´n del campo Ψr dar´ıa lugar al cumplimiento
de (4.8), tal condicio´n de contorno resulta incompatible con la ecuacio´n de
primer orden (4.6), ya que no define un problema el´ıptico de borde [26].
Teniendo en cuenta que la normal a la bolsa es tipo espacio, (~γ ·~n)2 = −1,
se obtiene una condicio´n de contorno alternativa que tambie´n conduce a (4.8)
inµγ
µΨr(x) = −Ψr(x) x ∈ ∂Ω (4.9)
En efecto, si (1+ i 6n)Ψr = 0, puede proponerse Ψr = (1− i 6n)χr en el borde.
Evidentemente, Ψr = χr(1 + i 6n) que conduce a Ψr 6nΨs = 0.
Por otra parte, el tensor de energ´ıa impulso
TµνD (x) =
∑
r
[
− i
2
(
Ψrγµ∂νΨr − ∂νΨrγµΨr
)]
(4.10)
tambie´n resulta localmente conservado. Para que no haya flujo de energ´ıa–
impulso a trave´s del borde de la cavidad deber´ıa imponerse nµTµν(x)|∂Ω =
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0. La condicio´n de contorno (4.9) no alcanza para que e´sto se cumpla. En
efecto, en el borde se obtiene
nµT
µν |∂Ω = nν
1
2
∂ν
(∑
r
Ψr(x)Ψr(x)
)∣∣∣∣∣
∂Ω
, (4.11)
Se introduce entonces una presio´n sobre la superficie de la bolsa, B, que
se ajusta de modo de asegurar su estabilidad,
B = nµTµν |∂Ω . (4.12)
Si bien hasta ahora se ha considerado so´lo el sector de quarks de la
bolsa de M.I.T., un modelo realista debe involucrar tambie´n a los gluones.
De hecho, es la interaccio´n de los fermiones con estos campos la que debe
prevenir en la Q. C. D. la existencia de hadrones cuyos nu´meros cua´nticos
puedan ser simplemente los de un quarks. Se acoplan entonces las variables
de color a un campo de Yang–Mills. Como e´ste tambie´n transporta carga
de color, debe imponerse que sea no nulo so´lo en el interior de la bolsa [54].
Su tensor de intensidades es
Fµνa = ∂
µAνa − ∂νAµa + gfabcAµbAνc , (4.13)
donde fabc son las constantes de estructura del grupo SU(3) de color.
En esas condiciones, la corriente de color es suma de las contribuciones
de quarks y gluones,
jaν = g
[
Ψfr (t
a)rs γνΨ
f
s + f
abcF bµνA
c,µ
]
. (4.14)
La anulacio´n propuesta para la componente normal de la corriente de
color del sector fermio´nico exige su contraparte en la corriente de color de
los gluones. De este modo surge la condicio´n de contorno para el campo
Fµνa
nµF
µν
a |∂Ω = 0. (4.15)
Para la conservacio´n del tensor de energ´ıa–impulso habra´ que considerar
tambie´n el aporte del campo de gauge. De este modo, en el borde de la
cavidad, la presio´n B queda definida a partir de
B =
1
2
nν∂
ν
(∑
r
Ψr(x)Ψr(x)
)
− 1
4
F a,µν(x)F aµν(x)
∣∣∣∣∣
∂Ω
. (4.16)
La corriente de color del modelo completo es localmente conservada en el
interior de la cavidad. La correspondiente carga es conservada en virtud de
las condiciones de contorno en el borde, y debe ser nula como corresponde
a estados f´ısicamente aceptables.
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4.2.1 Gota de quarks y gluones
Como ejemplo de aplicacio´n de los ca´lculos realizados en el Cap´ıtulo 3 se
estudiara´ la energ´ıa libre de un modelo que contiene campos fermio´nicos y
de gauge confinados en una cavidad esfe´rica esta´tica de radio R, y sometidos
a las condiciones de contorno discutidas en la seccio´n anterior.
Los determinantes funcionales considerados en el Cap´ıtulo 3 correspon-
den a tomar la energ´ıa libre del modelo a primer orden en el desarrollo en
“loops”. En esta aproximacio´n se desprecia el acoplamiento entre quarks
y gluones, as´ı como la autointeraccio´n de estos u´ltimos. De este modo, los
ı´ndices de color y sabor dan lugar simplemente a factores de degeneracio´n,
Nq = 3 × 2 para el campo fermio´nico y Ng = 8 para un campo de gauge
abeliano. Podra´n utilizarse entonces los resultados del Cap´ıtulo 3.
El modelo se completa con la introduccio´n de la presio´n estabilizadora
B, y de un campo escalar sin masa en el exterior de la bolsa, que repre-
senta a los piones. Resulta razonable considerar que la contribucio´n de este
u´ltimo corresponde a la energ´ıa libre de un gas libre a temperatura T , que
es proporcional al volumen que ocupa,
−βFpi = Npi
(
1
90
)
pi2
(
V∞ − 4pi3 R
3
)
T 3, (4.17)
donde Npi = 3 es el factor de degeneracio´n del campo de piones. El primer
te´rmino (divergente) puede ser sustra´ıdo refiriendo esta energ´ıa a la del
campo ocupando todo el espacio [40].
As´ı, se tiene
−βF = −β [6Ff + 8Fg + Fpi +BV ] , (4.18)
donde V = 43piR
3.
Resta fijar el valor de la constante B. A diferencia la determinacio´n que
se realiza para el ajuste de las masas de los hadrones [46], el ca´lculo de esta
constante se hara´ como en [40], imponiendo (en el l´ımite termodina´mico)
el equilibrio de presiones a la temperatura cr´ıtica a la que se espera el de-
confinamiento. Utilizando los te´rminos proporcionales al volumen de los
desarrollos de grandes z = RT , (3.52) y (3.81), el equilibrio de presiones
corresponde a
6Pf + 8Pg + Ppi +B =
−67pi
2
180
T 4C − 8
pi2
45
T 4C + 3
pi2
90
T 4C +B = 0, (4.19)
de donde se obtiene
B =
34
90
pi2T 4C .
Se fijara´ arbitrariamente TC = 150MeV, del orden del valor esperado
para la temperatura de deconfinamiento.
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Fig. 4.1: Energ´ıa libre para la gota de quarks y gluones – De arriba a abajo:
T = 147, 150, 152, 154MeV
Sumando las cuatro contribuciones del segundo miembro de (4.18) se
obtiene la energ´ıa libre del modelo de la gota de quarks y gluones, mostrada
en la Figura 4.1. En ella se grafica la energ´ıa libre en funcio´n del radio R
de la cavidad, para temperaturas T = 147, 150, 152, 154MeV.
Se observa que a temperaturas inferiores a TC la energ´ıa libre del mod-
elo presenta un mı´nimo absoluto, sugiriendo la existencia de un radio de
equilibrio no nulo. A mayores temperaturas que la cr´ıtica el mı´nimo deja de
ser absoluto y el estado del hadro´n es inestable, ya que la fase de quarks y
gluones tiende a ocupar todo el espacio. Esto puede ser interpretado como
una transicio´n de deconfinamiento.
Los resultados obtenidos son comparables con los sen˜alados en [40],
donde se calculan las energ´ıas libre en base a los autovalores del hamil-
toniano. El tipo de ca´lculo nume´rico all´ı realizado no permite un ana´lisis
detallado de las singularidades de la energ´ıa de Casimir. Ma´s bien, so´lo se
retienen te´rminos proporcionales al volumen, a los que se suman las con-
tribuciones dependientes de la temperatura. Como consecuencia, el radio
de equilibrio sen˜alado en [40] corresponde a R = 0.
Del ana´lisis realizado en esta tesis surge el comportamiento cualitati-
vamente aceptable de la Figura 4.1. No obstante, debe sen˜alarse que la
posicio´n del radio de equilibrio esta´ indeterminada en este modelo. En
efecto, a pequen˜os radios resulta dominante el te´rmino de la energ´ıa de
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Casimir, proporcional a 1/R, que es el que contiene las singularidades. Los
polos en 1/s en las ecuaciones (3.57) y (3.84) deben ser eliminados sumando
contrate´rminos al hamiltoniano cla´sico, procedimiento que deja indetermi-
nado un coeficiente, que debe ser fijado mediante una condicio´n adicional (o
medida experimental).
Para construir la curva de la Figura 4.1 se han introducido contrate´rmi-
nos que so´lo remueven los polos en 1/s, sin modificar las partes finitas.
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4.3 Bolsa quiral h´ıbrida
Se ha dicho en este Cap´ıtulo que el lagrangiano de la Q. C. D. presenta
simetr´ıa frente a transformaciones globales de SU(2)f . En los modelos de
la bolsa esta simetr´ıa da lugar a la conservacio´n local de corrientes en el
interior de la regio´n de confinamiento. En el borde dicha conservacio´n debe
realizarse mediante la imposicio´n de adecuadas condiciones de contorno.
Cuando las masa de los fermiones son nulas el lagrangiano (4.5) tiene
una simetr´ıa global ma´s amplia: la simetr´ıa quiral SU(2)L ⊗ SU(2)R. Sin
embargo, las condiciones de contorno impuestas al modelo de la bolsa de
M. I. T. rompen la simetr´ıa axial (aquella para la cual UL = U†R).
Resulta deseable que el modelo efectivo tenga todas las simetr´ıas de la
Q. C. D. . Esto da lugar al modelo de la bolsa quiral h´ıbrida, el cual sera´ re-
visado en sus conceptos fundamentales en la presente seccio´n. Descripciones
ma´s extensas pueden encontrase en [49, 55].
Para la bolsa quiral h´ıbrida se consideran quarks y gluones confinados
en una cavidad que, por simplicidad, se supondra´ esfe´rica esta´tica y de radio
R. El sector de gluones corresponde al descrito en la bolsa de M. I. T.
Para los fermiones se introduce un acoplamiento con un campo externo
por medio de las condiciones de contorno. La seleccio´n de las mismas corre-
sponde a la imposicio´n de la conservacio´n de la corriente axial en el borde
de la cavidad.
Si se considera la condicio´n de contorno sen˜alada en (2.36)
AΨ =
1
2
(
1 + i 6ne−iθ(τ ·n)γ5
)
Ψ = 0,
se mantiene la conservacio´n de la corriente vectorial en el borde, ya que
Ψr(x) 6nΨ = 0, como puede verificarse fa´cilmente. Ahora bien, el acoplamiento
de los fermiones con el campo externo, representado en esa expresio´n por
el a´ngulo quiral θ, hace posible la conexio´n del flujo no nulo de la corriente
axial de los fermiones con el correspondiente al campo externo. Puede en-
tonces proponerse un modelo de dos fases [6, 44, 7], una interna a la cavidad,
con grados de libertad de quarks y gluones, y la otra, externa a la misma,
donde se utiliza el modelo boso´nico de Skyrme [14, 56].
En la presente seccio´n se resen˜ara´, en primera instancia, el llamado mod-
elo de Skyrme. Se considerara´ una solucio´n cla´sica con simetr´ıa “esfe´rica”,
usualmente denominada skyrmio´n. Esta solucio´n queda completamente
descrita en te´rminos del llamado a´ngulo quiral θ(r). Las ecuaciones de
movimiento del modelo conducen a una ecuacio´n diferencial no lineal para
θ(r) que debe ser resuelta nume´ricamente. Alternativamente, se utilizara´ el
perfil de Atiyah y Manton, que da una expresio´n anal´ıtica muy aproximada
para el a´ngulo quiral y admite una extensio´n a temperatura no nula, que se
utilizara´ para el ana´lisis de la energ´ıa libre del modelo h´ıbrido completo.
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Por otra parte, se expondra´n los resultados para la energ´ıa de Casimir
y la energ´ıa libre de los fermiones acoplados al campo externo, en funcio´n
del radio, la temperatura y el valor del a´ngulo quiral. Para la completa
determinacio´n de estas magnitudes debe analizarse la renormalizacio´n de
las divergencias del modelo. Se considerara´n condiciones que permitan fijar
los valores de las constantes indeterminadas que resultan de la sustraccio´n de
las singularidades, as´ı como de las constantes que aparecen en el lagrangiano
de Skyrme.
Se empleara´n los resultados de los Cap´ıtulos 2 y 3 para obtener la energ´ıa
total de temperatura cero de este modelo h´ıbrido, que muestra una marcada
independencia del radio de la cavidad, dando sustento a la hipo´tesis del
“gato de Cheshire” [57].
Finalmente se analizara´ la aplicacio´n de los resultados para la energ´ıa
libre al estudio de transiciones de fase deconfinantes.
4.3.1 Modelo de Skyrme
El modelo de Skyrme corresponde al intento de descripcio´n de los bariones
a trave´s de solitones de un modelo sigma no lineal boso´nico efectivo. Cor-
respondiendo a una teor´ıa no renormalizable, no admite un tratamiento
cua´ntico completo. En realidad debe ser entendido como un modelo a
ser truncado, reteniendo de e´l los grados de libertad de bajas energ´ıas
u´nicamente.
Esta idea fue introducida por T. H. Skyrme en [14, 56] y posteriormente
retomada por E. Witten en [4], quien complemento´ este modelo de modo de
reproducir el spin semientero de estas part´ıculas.
As´ı, a partir de solitones del modelo de Skyrme, que tienen precisa-
mente los nu´meros cua´nticos de los bariones, puede reproducirse su com-
portamiento a bajas energ´ıas (ver por ejemplo [5] para un ajuste de masas,
momentos magne´ticos y constante de acoplamiento axial).
El lagrangiano de Skyrme es
L = 1
16
F 2piTr
(
∂µU∂
µU †
)
+
1
32e2
Tr
[
(∂µU)U †, (∂νU)U †
]2
, (4.20)
donde el campo U(x) toma valores en el grupo SU(2). En el te´rmino cine´tico,
Fpi es la constante de decaimiento del pio´n (su valor experimental Fpi =
186MeV ). El segundo te´rmino resulta necesario para la estabilizacio´n del
solito´n, y su intensidad viene dada por el para´metro e.
Introduciendo Lµ = U †∂µU y Rµ = U∂µU †, las ecuaciones cla´sicas de
movimiento que se obtienen de (4.20) son
∂µ
{
F 2piLµ −
1
e2
[[Lν , Lµ] , Lν ]
}
= 0. (4.21)
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Resulta evidente que el lagrangiano (4.20) es invariante frente a trans-
formaciones globales de la forma
U → AUB−1,
por lo que este sistema presenta una simetr´ıa SU(2)L ⊗ SU(2)R. Esto da
lugar a la existencia de corrientes localmente conservadas. La corriente
vectorial, correspondiente a transformaciones con A = B,
V aµ = iTr
[
1
8
{
F 2pi (Rµ + Lµ)−
1
e2
[Rν , [Rµ, Rν ]]− 1
e2
[Lν , [Lµ, Lν ]]
}
τa
]
,
(4.22)
y la corriente axial, correspondiente a A = B−1,
Aaµ = iTr
[
1
8
{
F 2pi (Rµ − Lµ)−
1
e2
[Rν , [Rµ, Rν ]] +
1
e2
[Lν , [Lµ, Lν ]]
}
τa
]
.
(4.23)
Se llama ansatz de Skyrme a la proposicio´n de una solucio´n cla´sica de
(4.21), esta´tica y de simetr´ıa esfe´rica, de la forma
U0(~x) = eiθ(r)(~τ ·xˇ), (4.24)
donde τk son la matrices de Pauli, con las condiciones de contorno
θ(r = 0) = pi θ(r)→r→∞ 0. (4.25)
La correlacio´n entre ı´ndices espaciales e internos en el exponente del se-
gundo miembro de (4.24) hacen topolo´gicamente estable a esta configu-
racio´n. Recue´rdese que Π3(SU(2)) ≈ Z; la clase de homotop´ıa de la solucio´n
se identifica con el nu´mero bario´nico que, en consecuencia, corresponde a
una magnitud conservada (en este caso B = 1).
De la introduccio´n de (4.24) en las ecuaciones de movimiento se obtiene
una ecuacio´n diferencial para la determinacio´n de la funcio´n angular θ(r),
θ′′ +
2
r
θ′ − 1
r2
sen(2θ) +
4
(eFpi)2
[
−sen
2θsen(2θ)
r4
+
θ′2sen(2θ)
r2
+ 2
2θ′′sen2θ
r2
]
= 0, (4.26)
que debe ser resuelta nume´ricamente [5, 6].
De la resolucio´n de la ecuacio´n diferencial no lineal (4.26) se obtiene
el perfil θ(r). Alternativamente, esta ecuacio´n puede deducirse de la mini-
mizacio´n de la energ´ıa de la configuracio´n esta´tica (4.24),
MSk = −
∫
d3xL =
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4pi
∫ ∞
0
dr
{
F 2pi
8
(
r2θ′2 + 2sen2θ
)
+
1
2e2
sen2θ
r2
{
2r2θ′2 + sen2θ
)}
. (4.27)
Por otra parte, conviene analizar el flujo de la corriente axial a trave´s de
una esfera de radio r que rodea al origen, expresio´n que resultara´ de utilidad
ma´s adelante. Reemplazando (4.24) en (4.23) e integrando su componente
normal a la superficie de la esfera, naniAa,i, se obtiene
ASk(r) =
∫
|~x|=r
dσ naniA
a,i = piF 2piR
2θ′
[
1 +
8
e2F 2piR
2
sen2θ
]
(4.28)
Para los ca´lculos que seguira´n conviene introducir la variable adimen-
sional
rˆ =
eFpi
2
r (4.29)
En funcio´n de e´sta, la expresio´n de la energ´ıa del skyrmio´n resulta
MSk =
Fpi
4e
Mˆ =
Fpi
4e
4pi
∫ ∞
0
drˆ
[
rˆ2θ′2 + 2sen2θ +
sen2θ
rˆ2
(
2rˆ2θ′2 + sen2θ
)]
,
(4.30)
y la del flujo de la corriente axial
ASk(rˆ) =
2piFpi
e
rˆ2θ′
[
1 +
2
rˆ2
sen2θ
]
. (4.31)
En lugar de la resolucio´n nume´rica de (4.26) se utilizara´ la aproximacio´n
debida a M. F. Atiyah y N. S. Manton [58], en la que se propone una forma
anal´ıtica para el perfil θ(r), sobre la base de argumentos topolo´gicos. En
efecto, en [58] se construyen configuraciones para el campo U(x) mediante la
holonomı´a (loop de Wilson–Polyakov) de campos de Yang–Mills con carga
topolo´gica k (k ∈ Z), calculada sobre rectas paralelas al eje del tiempo
eucl´ıdeo,
U(x) = Te−
∫∞
−∞ dtA0(~x,t), (4.32)
donde U(x) →|~x|→∞ 1 si A0(x) decrece suficientemente ra´pido. Puede
mostrarse que esta configuracio´n tiene nu´mero bario´nico B = k.
El campo de Yang–Mills con k = 1 deriva del instanto´n de t’Hooft,
A0 =
i
2ρ
~∇ρ · ~τ
ρ = 1 +
λ2
x2
, (4.33)
donde λ (arbitrario) mide el ancho de esta solucio´n.
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Fig. 4.2: Perfil de Atiyah y Manton para el a´ngulo quiral θ(rˆ)
Ahora bien, en la recta t ∈ R, con ~x constante, A0(x) es proporcional
a un elemento fijo del a´lgebra de Lie de SU(2), y la integral ordenada en
(4.32), se resuelve trivialmente para dar
U(~x) = eiθ(r)(xˇ·~τ) con θ(rˆ) = pi
1− 1√
1 +
(
λˆ
rˆ
)2
 , (4.34)
donde λˆ = eFpi2 λ. Esta configuracio´n satisface las condiciones de contorno
correctas y, para una adecuada eleccio´n del para´metro λˆ constituye una
muy buena aproximacio´n a la solucio´n nume´rica de la ecuacio´n (4.26). Esto
ocurre para λˆ = 1, 45225, valor para el que se hace mı´nima la energ´ıa de la
configuracio´n, ecuacio´n (4.27).
Esta aproximacio´n tiene la ventaja de dar una expresio´n anal´ıtica para
el perfil del skyrmio´n. Otra ventaja consiste en que esta formulacio´n admite
una extensio´n al caso de temperatura no nula.
En efecto, K. J. Eskola y K. Kajantie han introducido una configuracio´n
para el campo de Skyrme a temperatura no nula [59], partiendo de un in-
stanto´n te´rmico, es decir, de una superposicio´n de instantones que da lugar a
una configuracio´n perio´dica de per´ıodo β en la direccion del tiempo eucl´ıdeo,
ρ(~x, t) = 1 + λ2
∞∑
n=−∞
1
(t− nβ)2 + |~x|2
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= 1 +
µλ2
2r
senh(µr)
cosh(µr)− cos(µt) , (4.35)
donde µ = 2piTˆ , siendo la temperatura adimensional Tˆ = 2eFpiT . En este
caso, el loop de Wilson–Polyakov tambie´n se calcula exactamente,
U(x) = Te−
∫ β
0
dtA0(~x,t) = eiθ(r,µ)(xˇ·~τ), (4.36)
donde
θ(rˆ, µ) = pi
1− 1 + 12
(
λˆ
rˆ
)2
[µrˆ coth (µrˆ)− 1]√
1 + 14 (µrˆ)
2
(
λˆ
rˆ
)4
+ (µrˆ)
(
λˆ
rˆ
)2
coth (µrˆ)
 (4.37)
La funcio´n θ(rˆ, µ), para rˆ > 0, es decreciente con la temperatura. No´tese
que la aproximacio´n de “gas de instantones”de la ecuacio´n (4.35) so´lo tiene
sentido para temperaturas Tˆ < 1/λˆ (λ < β); para temperaturas mayores
los instantones (de ancho λ) se superponen apreciablemente, y sus interac-
ciones no son despreciables. Esto no constituye una seria limitacio´n para su
aplicacio´n al modelo de Skyrme, ya que este mismo es un modelo efectivo
para bajas energ´ıas.
Por otra parte, el para´metro λˆ puede ser fijado a cada temperatura de
manera de minimizar la funcional energ´ıa, (4.27). La forma de la funcio´n
λˆ(µ) as´ı obtenida se muestra en la Figura 4.3.
Habiendo resen˜ado las principales caracter´ısticas del modelo de Skyrme,
y su extensio´n a temperatura no nula, en la siguiente seccio´n se lo introducira´
como la fase externa del modelo de bolsa quiral h´ıbrida. Tal como se vera´,
el flujo de la corriente axial del sector de los fermiones confinados puede ser
ajustado con el correspondiente al skyrmio´n, garantizando su conservacio´n
en el l´ımite de separacio´n de ambas fases.
4.3.2 Modelo de dos fases
Hasta ahora se han considerado dos modelos que describen distintos aspec-
tos del comportamiento de los hadrones. Por un lado el modelo de Skyrme,
resen˜ado en la seccio´n anterior, que describe a los bariones como solitones
topolo´gicos de un lagrangiano efectivo que involucra so´lo los grados de lib-
ertad de bajas energ´ıas (piones). Por otra parte, el modelo de la bolsa de
M. I. T. que, segu´n se ha visto, combina el confinamiento con la libertad
asinto´tica de manera expl´ıcita.
La combinacio´n de ambos modelos en la llamada bolsa quiral h´ıbrida
ofrece una imagen de los bariones muy interesante. En efecto, introduciendo
condiciones de contorno adecuadas sobre los fermiones es posible recuperar la
simetr´ıa axial (perdida en el caso de las condiciones de contorno de M. I. T. )
mediante el ajuste del flujo de la corriente axial de fermiones, desde el interior
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Fig. 4.3: Para´metro de perfil λˆ como funcio´n de Tˆ
de la bolsa, con el correspondiente al skyrmio´n en el exterior, ecuacio´n (4.31).
Por otra parte, la presencia en el interior de la bolsa de los grados de libertad
fundamentales de la Q. C. D. dota al modelo de mayor realismo.
Las condiciones de contorno para este modelo h´ıbrido son
AΨ =
1
2
(
1 + i 6ne−iθ(τ ·n)γ5
)
Ψ = 0,
donde θ representa el valor que toma el perfil del skyrmio´n (centrado en el
origen) sobre el borde de la bolsa.
Distintas magnitudes f´ısicas asociadas a estos modelos han sido estu-
diadas previamente. As´ı, por ejemplo, J. Goldstone y R. L. Jaffe [60]
mostraron que el nu´mero bario´nico del vac´ıo del campo fermio´nico confi-
nado en el interior de la bolsa depende de θ
Nq(θ) =

− 1pi
[
θ(R)− sen2θ(R)2
]
0 ≤ θ < pi2
1− 1pi
[
θ(R)− sen2θ(R)2
]
pi
2 < θ ≤ pi
. (4.38)
En este modelo h´ıbrido resta au´n considerar el aporte de la “cola” del
skyrmio´n exterior [60, 14]
NSk =
1
pi
[
θ(R)− sen2θ(R)
2
]
(4.39)
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Fig. 4.4: Energ´ıa (adimensionalizada) del estado fundamental del hamilto-
niano de Dirac cono funcio´n de θ
Sumando las contribuciones de las dos fases, (4.38) y (4.39) se obtiene
que el nu´mero bario´nico es
N = Nq +NSk =

0 0 ≤ θ < pi2
1 pi2 < θ ≤ pi
. (4.40)
No´tese que el comportamiento discontinuo de N proviene de la contribucio´n
del mar de Dirac de los fermiones confinados.
En la Figura 4.4 se muestra co´mo el primer autovalor positivo del hamil-
toniano de Dirac [61] (para θ < pi/2) cambia de signo en θ = pi/2, situacio´n
que se mantiene hasta θ = pi. En consecuencia, el mar de Dirac para
pi
2 < θ ≤ pi incluye los “quarks de valencia” del bario´n. Por el contrario, para
0 ≤ θ < pi/2 esos quarks de valencia deben ser incluidos expl´ıcitamente.
De ese modo, el estado de vac´ıo de este modelo tiene, a pequen˜os ra-
dios de la bolsa (θ > pi/2 en la Figura 4.2), los nu´meros cua´nticos de un
bario´n. A partir del radio en el que θ toma el valor pi/2 es necesario in-
cluir expl´ıcitamente los quarks de valencia para describir correctamente esas
part´ıculas.
Un comportamiento similar al del nu´mero bario´nico se observara´ ma´s
adelante en el estudio de la energ´ıa de Casimir.
Los resultados de los cap´ıtulos anteriores permiten realizar el ana´lisis de
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la energ´ıa del modelo completo a T = 0. Segu´n se ha visto en el Cap´ıtulo 3,
la energ´ıa de Casimir de la bolsa de M. I. T. , proveniente tanto del campo
fermio´nico (ecuacio´n (3.57)) como del campo de gauge (ecuacio´n (3.84)),
tiene una dependencia con el radio de la cavidad de la forma 1/R. El cor-
respondiente coeficiente es indeterminado debido al procedimiento de sus-
traccio´n de las singularidades.
Ahora bien, en este modelo de dos fases resulta natural esperar que,
cuando R → 0, la energ´ıa (masa) del bario´n tienda a la correspondiente al
skyrmio´n puro (que, como se ha dicho, representa convenientemente a es-
tas part´ıculas). Esto hace inaceptable todo te´rmino divergente en el l´ımite
R → 0, sugiriendo una condicio´n adicional para la determinacio´n del coefi-
ciente arbitrario de 1/R en la energ´ıa de Casimir total (que, en consecuencia,
debera´ tomarse como nulo).
En lo que se refiere al aporte que surge de cambiar las condiciones de
contorno a las correspondientes a la bolsa quiral, en el Cap´ıtulo 2 tambie´n
se encontro´ un te´rmino singular (ver ecuacio´n (2.82)). En efecto se ha visto
que
1
R
∆f (1)d =
1
4piR
(
8
15s
− 5.604
)
sen2θ + te´rminos finitos. (4.41)
Dicha singularidad puede ser removida incorporando al lagrangiano del cam-
po de Skyrme un te´rmino de superficie
K0
16piR
∫
r=R
d2x tr
{
LαLα − (nαLα)2
}
=
K0
R
sen2θ, (4.42)
donde Lα = U †∂αU = e−iθ(~τ ·rˇ)∂αeiθ(~τ ·rˇ).
E´ste te´rmino, que preserva la simetr´ıa SU(2)L ⊗ SU(2)R del modelo,
representa la introduccio´n de una “tensio´n superficial” K0, como se describe
en [19]. La eliminacio´n del polo en (4.41) corresponde a la renormalizacio´n
de K0, lo que supone la presencia de una nueva constante fenomenolo´gica,
K, a ser determinada mediante una condicio´n adicional.
Una vez eliminadas las singularidades, la diferencia de energ´ıas libres de
Helmholtz entre la bolsa quiral y la bolsa de M. I. T. , se construye como
F (z, θ)− FMIT(z, θ = 0)
=
1
R
{(
∆f (1)d +∆f
(2)
d +∆f
C)
d
)
+
(
∆f exp0 +∆
(2)
0
)
+Ksen2θ
}
(4.43)
donde los distintos te´rminos han sido obtenidos en la Seccio´n 2.3.3. Esta ex-
presio´n (una vez fijado el valor deK de la forma que se discute ma´s adelante),
multiplicada por R para adimensionalizar, puede verse en la Figura 4.5 como
funcio´n de z y θ
El flujo de la corriente axial de los fermiones a trave´s de la superficie
de la bolsa puede obtenerse derivando −βF , ecuacio´n (4.43), respecto del
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Fig. 4.5: Correccio´n a la energ´ıa libre por condiciones de contorno quirales.
Se muestra R∆F como funcio´n de z y θ
a´ngulo quiral. En efecto, de las ecuaciones (2.33) y (2.34) se obtiene
∂
∂θ
(−βF ) = ∂
∂θ
lnZ
=
1
Z
∫
DΨDΨ
[
−1
2
∫
r=R
d3xΨ
(
−i (~τ · ~n) γ5
)
e−iθ(~τ ·~n)γ
5
Ψ
]
(4.44)
×e−
∫
Ω
d4xΨi6∂Ψδ
[(
e−iθ(~τ ·~n)γ
5
+ i 6n
)
Ψ
]
Ca´lculos directos conducen a
∂
∂θ
(−βF ) = −
∫
r=R
d3xnµna
〈
Ψ
τa
2
γ5γµΨ
〉
= −β
∫
r=R
dΩnµna 〈jµ,a5 〉 = −βφf (z, θ). (4.45)
Es evidente que, luego de las sustracciones antes discutidas, tanto la en-
erg´ıa libre como las magnitudes de ella derivadas resultan finitas (en partic-
ular, el flujo de la ecuacio´n anterior). Esto marca una diferencia con aprox-
imaciones previas al problema [19], donde la introduccio´n de reguladores
ad-hoc, si bien da resultados finitos en la energ´ıa de Casimir mantiene la
presencia de singularidades en el flujo de la corriente axial.
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Conside´rese el flujo de la corriente axial a T = 0 proveniente del sector
fermio´nico, l´ımite de la expresio´n anterior. En el modelo h´ıbrido, su valor
debe coincidir con el flujo de la corriente axial del skyrmio´n a trave´s de
una esfera coincidente con el borde del defecto, ASk(R), que fue dado en
la ecuacio´n (4.28). Es fa´cil ver que ASk → 0 cuando R → 0 (θ → pi —
Ver Figura 4.32). Esto impone la anulacio´n del flujo del sector fermio´nico a
R = 0, condicio´n que determina el valor de la constante K [44].
Con las sustracciones realizadas, la energ´ıa de Casimir del defecto (bolsa
de quarks y gluones) se obtiene del l´ımite de temperatura cero de la ecuacio´n
(4.43), donde cada te´rmino esta´ dado por
lim
T→0
1
R
∆f (1)d (θ) =
1
R
∆f (1)d
=
1
4piR
[
(−5.604) sen2θ + 0.463 sen4θ + 0.023 sen6θ
]
lim
T→0
1
R
∆f (2)d (z, θ) = 0
lim
T→0
1
R
∆fCd (z, θ)
= − 1
2piR
∞∑
k=1
∫ ∞
0
dx
[
2ν log
(
1 + Ck(x)sen2θ +Dk(x)sen4θ −∆6(k, x)
)]
lim
T→0
1
R
∆f exp0 (z, θ) =
1
4piR
{
θ2 0 < θ ≤ pi/2
(pi − θ)2 pi/2 < θ < pi
}
lim
T→0
1
R
∆f (2)0 (z, θ) = −
1
2piR
∫ ∞
0
dx log
1 +
α(x)
x
−4+
[
2(1−a2(x))2+α(x)
x
]
cos2θ
4a2(x)+(1−a2(x))2cos2θ(
1− α(x)x 11+a2(x)
)2

No´tese que, por razones dimensionales, el producto de R por la energ´ıa
de Casimir del defecto so´lo es funcio´n de θ. En lo que sigue se consid-
erara´ entonces la energ´ıa adimensionalizada de esa manera. Por otra parte,
las propiedades mostradas en la Seccio´n 2.3 implican que esta energ´ıa es
sime´trica respecto de θ = pi/2. En la Figura 4.5 se ve este comportamiento
(para z = 0), as´ı como la presencia de una discontinuidad de la derivada
primera en θ = pi/2.
Finalmente, si el radio de la bolsa es suficientemente grande como para
que θ < pi/2, para obtener la energ´ıa total del defecto debe sumarse a la
anterior, la energ´ıa correspondiente a los quarks de valencia. Los ca´lculos
nume´ricos realizados muestran que esta energ´ıa total resulta continua y con
derivada primera continua en θ = pi/2.
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Teniendo en cuenta que la derivada de la energ´ıa del quark de valencia
es
d
dθ
eqv(θ)
∣∣∣∣
θ→ pi
2 |−
= −3
2
, (4.46)
como puede verificarse de la ecuacio´n para este autovalor del hamiltomiano
[61], se propone el siguiente ajuste para la energ´ıa de Casimir del defecto
calculada nume´ricamente:
3
4pi
({
θ2 0 ≤ θ ≤ pi2
(pi − θ)2 pi2 ≤ θ ≤ pi
}
− sen2θ
)
+C2sen2θ + C4sen4θ + C6sen6θ + C8sen8θ (4.47)
Los resultados de este ajuste se escriben como
C2 = −0, 13381
C4 = 0, 05085
C6 = −0, 01257
C8 = 0, 01241
. (4.48)
Finalmente, derivando (4.47) respecto de θ se obtiene el valor nume´rico
de la constante K
φf (θ)→R→0 −2 (C2 +K) pi
λ
+O(R2)
expresio´n en la que se ha recurrido al comportamiento del perfil de Atiyah
y Manton a bajos R, θ(R) ∼ pi − piλR. Esto fija K = 0, 13381.
De ese modo, la energ´ıa libre completa del sector fermio´nico del modelo
de dos fases es
Ef (θ) =
3
R
[
3
4pi
({
θ2, 0 ≤ θ ≤ pi2
(pi − θ)2, pi2 ≤ θ ≤ pi
}
− sen2θ
)
+
C4sen4θ + C6sen6θ + C8sen8 +
{
eqv(θ), 0 ≤ θ ≤ pi2
0, pi2 ≤ θ ≤ pi
}]
(4.49)
que corresponde a la l´ınea continua de la Figura 4.6. La gra´fica sen˜alada es
coincidente con la que se muestra en [44].
Luego de la determinacio´n completa del aporte del defecto al modelo
de bolsa quiral h´ıbrida resta calcular (nume´ricamente) la contribucio´n del
skyrmio´n truncado del exterior. Para e´sto debe resolverse la integral sen˜ala-
da en (4.27) considerando ahora como l´ımite inferior el radio R del defecto.
Para ello, es necesario adoptar valores para los para´metros del lagrangiano
de Skyrme, Fpi y e.
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Fig. 4.6: Energ´ıa (adimensionalizada) de la bolsa en el modelo h´ıbrido como
funcio´n de θ
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Fig. 4.7: ²2(θ)
La anulacio´n del flujo axial de los fermiones a R = 0 (que se utilizo´
en la determinacio´n de la constante K), no es suficiente para asegurar la
continuidad de ese flujo a todo radio. Por ello, siguiendo [7], se determinara´
el para´metro e como funcio´n de R de modo que se satisfaga esa condicio´n.
Luego se calculara´ Fpi de manera que la energ´ıa del skyrmio´n puro (a R = 0),
conduzca a la masa del nucleo´n [5].
Haciendo uso del perfil de Atiyah y Manton para parametrizar los flujos
en funcio´n del a´ngulo quiral, se obtiene
²2(θ) ≡ 1
8e2
= −NCpi
32λˆ2
dEf
dθ
(pi − θ)3
[
1 + 2
λˆ2
θ(2pi−θ)
(pi−θ)2 sen
2θ
] , (4.50)
donde ² fue introducido siguiendo la notacio´n de la referencia [7].
La Figura 4.7 muestra la intensidad del te´rmino de estabilizacio´n del
modelo de Skyrme, medida por el valor del para´metro ²2, en funcio´n del
a´ngulo quiral θ(R). De la extrapolacio´n a θ → pi se obtiene
e(R = 0) = 4.21581 ²2(R = 0) = 0.00703 (4.51)
El valor de e(R = 0) debe compararse con el calculado en [5], donde se ha
considerado la solucio´n cla´sica de Skyrme y sus excitaciones rotacionales, lo
que se pone en correspondencia con los bariones. En este modelo puramente
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skyrmio´nico, las constantes e y Fpi se ajustan de modo de reproducir las masa
del nucleo´n y la ∆ a partir de las expresiones
MN =
Fpi
4e
Mˆ +
3
8
1
2
3pi
(
1
e3Fpi
)
Λˆ
M∆ =
Fpi
4e
Mˆ +
15
8
1
2
3pi
(
1
e3Fpi
)
Λˆ
, (4.52)
donde Mˆ es la energ´ıa (adimensional) del skyrmio´n (4.30) y
Λˆ =
∫ ∞
0
drˆ rˆ2sen2θ
[
1 + 4
(
θ′2 +
sen2θ
rˆ2
)]
.
A partir de ca´lculos nume´ricos para Mˆ y Λˆ (donde se hace uso de la
solucio´n nume´rica de la ecuacio´n (4.26)) Adkins, Nappi y Witten determinan
e = 5, 45 y Fpi = 129MeV.
La aproximacio´n aqu´ı presentada es diferente. En efecto, el valor de e
corresponde a la extrapolacio´n a R = 0 de la funcio´n e(R) antes determi-
nada. Empleando el perfil de Atiyah y Manton Mˆ = 147, 239 y Λˆ = 19, 8141,
las cuales se utilizan para la determinacio´n de Fpi ajustando la masa del nu-
cleo´n, MN = 938MeV. Se obtiene
Fpi = 99, 591MeV con e = 4.2158. (4.53)
Si bien e´ste esta´ alejado del valor experimental, no difiere demasiado del
presentado en [5].
Con estos para´metros puede hacerse la prediccio´n de la masa de la
∆, resultando M∆ = 1206, 73MeV, muy pro´ximo del valor experimental
M
(exp)
∆ = 1230MeV.
Con ese valor de Fpi, la funcio´n e(R) (donde [R] = 1/MeV) se muestra
en la Figura 4.8.
Una vez determinados los para´metros del lagrangiano de Skyrme Fpi y
e(R), puede obtenerse λˆ(Tˆ ) (que minimiza la masa del skyrmio´n te´rmico)
como funcio´n de la temperatura dimensional T = eFpi2 Tˆ (ver Figura 4.3).
Con ella, a partir del perfil de Eskola y Kajantie (4.37), se obtiene la
energ´ıa contenida en el skyrmio´n truncado ((4.27) con el l´ımite inferior de
la integral tomado en R). Su l´ımite de temperatura nula corresponde a la
contribucio´n del sector externo a la energ´ıa del vac´ıo del modelo, que debe
ser sumada al aporte del interior de la bolsa (que se muestra en la Figura 4.6
como funcio´n de θ).
En la Figura 4.9 se muestra en l´ınea de trazos la energ´ıa (a T = 0) de la
bolsa de quarks en funcio´n del radio de la cavidad. Por otra parte, en l´ınea
de trazos y puntos se ha graficado el aporte del skyrmio´n externo. La l´ınea
so´lida indica la energ´ıa total, que muestra una marcada independencia del
radio de la cavidad. Este resultado es una evidencia a favor del cumplimiento
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Fig. 4.9: Energ´ıa del modelo de dos fases
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“aproximado” en este modelo en (3 + 1)−dimensiones de la “hipo´tesis del
gato de Cheshire”.
Segu´n este criterio (ver [57] y las referencias alli citadas) las propiedades
de bajas energ´ıas del modelo deber´ıan ser independientes de la ubicacio´n
del l´ımite entre ambas fases, pues son consideradas descripciones (aprox-
imadamente) equivalentes de la misma f´ısica. Esta imagen esta´ fundada
en la exacta equivalencia entre teor´ıas fermio´nicas y boso´nicas en 1 + 1 di-
mensiones [62, 63], que hace posible construir modelos que presentan este
comportamiento [57, 28]. Por otra parte, como se ha visto al principio de
esta seccio´n, el nu´mero bario´nico de este modelo de dos fases tambie´n pre-
senta esa propiedad.
Los resultados aqu´ı obtenidos muestran que la energ´ıa del bario´n es es-
encialmente independiente del radio de la bolsa en la regio´n 0 ≤ R ≤ 1fm,
si bien para valores mayores su variacio´n con R se vuelve apreciable.
4.3.3 Temperatura de deconfinamiento
Para culminar este cap´ıtulo se resen˜ara´n algunas aproximaciones al prob-
lema del ca´lculo de la temperatura de deconfinamiento para la bolsa quiral
h´ıbrida, mediante el tipo de te´cnicas desarrolladas en la presente tesis.
Recientemente H. Falomir, M. Loewe y J. C. Rojas [64] estudiaron el
problema del deconfinamiento en una versio´n aproximada de la bolsa h´ıbrida.
En efecto, los citados autores supusieron la existencia de un gas libre de
quarks y gluones en el interior de una cavidad esfe´rica esta´tica y modelaron el
exterior mediante un gas de piones libres junto a la presencia de un skyrmio´n
te´rmico.
Basa´ndose en el “esquema del gato de Cheshire”, supusieron la inde-
pendencia con el radio de la energ´ıa del modelo a temperatura cero. Esto
implica que la presio´n interna (provista por quarks y gluones) se supone
igual a la externa (debida a los piones y al solito´n de Skyrme), cualquiera
sea el radio de la bolsa considerada.
En esas condiciones, en [64] se estudia la existencia de radios de equilibrio
de presiones a distintas temperaturas. Como tal equilibrio existe a T = 0
para todo R (segu´n la hipo´tesis del gato de Cheshire), la existencia de radios
de equilibrio definidos a T > 0 es consecuencia exclusiva de los efectos de la
temperatura sobre el modelo.
Con las suposiciones adicionales de que la temperatura no afecta de-
masiado el valor de λ (para´metro del perfil de Eskola y Kajantie) y que la
intensidad del te´rmino de estabilizacio´n del skyrmio´n, e, es independiente
de R, se muestra en [64] que existen radios de equilibrio de presiones hasta
una temperatura TC = 109, 1MeV . Esto puede interpretarse como una
transicio´n de deconfinamiento. El comportamiento sen˜alado tambie´n puede
verse en la Figura 4.10, donde el aumento de la temperatura conduce a la
desaparicio´n de un mı´nimo local en la energ´ıa libre.
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Fig. 4.10: Energ´ıa del modelo h´ıbrido en la aproximacio´n de gases libres
(sustraida la energ´ıa correspondiente a T = 0)
Debe sen˜alarse que esa temperatura cr´ıtica depende sensiblemente de las
hipo´tesis, realizadas en [64]. En efecto, segu´n se ha visto en la Figura 4.3 el
valor de λ crece a temperaturas grandes, pudiendo afectar la validez de la
construccio´n de Eskola y Kajantie para el skyrmio´n te´rmico (que requiere
Tˆ < 1/λˆ [59]).
Si se introduce en el modelo la dependencia de λˆ con la temperatura, y
se incorpora el valor antes calculado de e(R) se observa que, si bien cual-
itativamente el comportamiento se asemeja al sen˜alado en la Figura 4.10,
el valor de la temperatura de deconfinamiento cae a valores inferiores a los
40MeV.
M. Loewe y S. Perez-Oyarzu´n introdujeron en el mismo modelo las cor-
recciones por taman˜o finito que surgen de imponer las condiciones de con-
torno de la bolsa de M. I. T. [65]. A partir del ca´lculo nume´rico de los auto-
valores correspondientes al campo fermio´nico y al campo de gauge abeliano,
se obtiene en [65] una temperatura de deconfinamiento de TC = 228MeV.
Este ca´lculo se realizo´ para valores constantes de λˆ y e, pero la temperatura
cr´ıtica se encuentra en la regio´n de ra´pido crecimiento de λˆ sen˜alada en la
Figura 4.3. Si se considera el valor de λˆ correspondiente a TC la aproxi-
macio´n de gas diluido de instantones deja de ser va´lida.
A partir de los resultados del Cap´ıtulo 3 para la bolsa de M. I. T. y
del presente para la energ´ıa del skyrmio´n, puede graficarse la (diferencia
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respecto de T = 0 de la) energ´ıa libre del modelo bolsa M. I. T. - skyrmio´n.
Para λˆ y e constantes la conclusio´n parece ser la misma: las correcciones por
taman˜o finito hacen crecer la temperatura de deconfinamiento a 180MeV <
TC < 200MeV.
La introduccio´n de λˆ y e variables disminuye la temperatura de deconfi-
namiento a valores entre 60 y 80MeV que, por una parte, son mayores que
en el caso de la aproximacio´n de gases libres, mientras que se mantienen
muy por debajo de la temperatura para la cual la aproximacio´n de gas de
instantones deja de ser va´lida.
Los resultados de la presente tesis permitir´ıan el estudio del modelo
completo de bolsa quiral h´ıbrida. En efecto, en el Cap´ıtulo 3 se calculo´
la energ´ıa libre de Helmholtz de los componentes de la bolsa de M. I. T.
, mientras que los resultados del Cap´ıtulo 2 corrigen a los fermiones de
modo de tener en cuenta las condiciones de contorno que los acoplan al
skyrmio´n externo. Por u´ltimo, en el presente Cap´ıtulo se ha estudiado el
campo del exterior de la bolsa, determinando las constantes que ingresan en
su lagrangiano.
Segu´n los ca´lculos a T = 0, la presencia de los quarks de valencia resulta
muy relevante para radios mayores que cierto R0 ≈ 0, 5 fm, para el cual
θ = pi/2. En consecuencia, en los ca´lculos a temperatura finita se hace
necesario fijar el nu´mero bario´nico a 1 en valor medio, lo que corresponde a
la introduccio´n de un potencial qu´ımico.
Este problema sera´ considerado en el Cap´ıtulo 5 en el marco de un
modelo de prueba fermio´nico bidimensional.
4.4 Resumen del Cap´ıtulo 4
En el presente Cap´ıtulo se analizo´ la aplicacio´n de los me´todos funcionales
desarrollados en los anteriores a situaciones de intere´s para la Teor´ıa Cua´ntica
de Campos.
En primera instancia, en el marco de la bolsa se estudio´ el denominado
modelo de la gota de quarks y gluones. En e´ste, una bolsa esfe´rica esta´tica
confina campos de quarks y gluones sometidos a las condiciones de contorno
de M. I. T. El confinamiento se produce gracias a la existencia de una presio´n
externa B, complementada por la accio´n de campos escalares externos que
simulan a los piones.
El valor de la presio´n externa se ha ajustado de modo que se produzca el
equilibrio de presiones a una temperatura TC = 150MeV. Se ha observado
que a temperaturas menores que TC el modelo presenta un radio de equilibrio
estable, cuya posicio´n es dependiente de una constante indeterminada dejada
por el proceso de renormalizacio´n. A temperaturas mayores el radio de
equilibrio es metaestable dando lugar a un mecanismo de deconfinamiento.
Por otra parte se ha estudiado el modelo de bolsa quiral h´ıbrida. En el
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mismo, el campo de quarks esta´ acoplado a un campo externo de Skyrme
mediante las condiciones de contorno que satisface en el borde de la cavidad.
La anulacio´n del flujo de la corriente axial del sector fermio´nico a R = 0
se ha utilizado para la determinacio´n de la constante K. Por otra parte,
la exigencia de la continuidad de este flujo entre las fases interna y externa
cualquiera sea el radio, determina la intensidad del te´rmino de estabiliza-
cion del solito´n. Del l´ımite para radio cero se obtuvo el valor de e para
el skyrmio´n puro, y mediante el ajuste de la masa del nucleo´n, se fijo´ el
restante para´metro del lagrangiano de Skyrme, Fpi. Los valores obtenidos
se usaron para predecir la masa de la part´ıcula ∆, obteniendo un resultado
muy pro´ximo de los valores experimentales.
Se estudio´ la energ´ıa completa, a T = 0 del modelo h´ıbrido, que es suma
de los aportes de la fase interna y la externa. Para la primera se considero´
la energ´ıa de Casimir a la que debe sumarse, en la regio´n de radios grandes,
el aporte de los quarks de valencia (que emergen del mar de Dirac cuando el
a´ngulo quiral se hace menor que pi/2). Cuando se agrega la contribucio´n del
skyrmio´n externo, la energ´ıa total muestra una marcada independencia del
radio de la cavidad, dando sustento a la “hipo´tesis del gato de Cheshire”, si
bien a radios mayores se aparta de este comportamiento.
Por u´ltimo, se han resen˜ado mecanismos conducentes a una transicio´n
de deconfinamiento en este modelo. Existen ca´lculos previos en los que
se consideran gases libres de quarks y gluones y tambie´n campos en una
bolsa de M. I. T. Los resultados de la presente tesis permiten, en principio,
extender este tipo de ana´lisis a la bolsa quiral h´ıbrida. Sin embargo, ello
requerir´ıa la introduccio´n de un potencial qu´ımico no nulo, problema que se
encarara´ en el siguiente Cap´ıtulo.
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Cap´ıtulo 5
Fermiones a densidad finita
(1+1 dim.)
Como fuera sen˜alado en el Cap´ıtulo 4, la termodina´mica de la materia
hadro´nica es un to´pico de gran intere´s [66], principalmente en conexio´n con
la posible aparicio´n de transiciones de fase deconfinantes. La dificultad para
obtener anal´ıticamente el confinamiento a partir de la Q. C. D. ha conducido
al estudio de modelos efectivos para las interacciones fuertes que, a su vez,
han motivado las situaciones a las que se han aplicado los me´todos de ca´lculo
resen˜ados en los primeros cap´ıtulos de esta tesis.
As´ı, en el Cap´ıtulo 3 se ha estudiado la energ´ıa libre de los componentes
de una bolsa de M. I. T.: fermiones y gluones libres bajo las condiciones de
contorno correspondientes a ese modelo. Por otra parte, en el Cap´ıtulo 2
se considero´ la correccio´n al sector fermio´nico cuando las condiciones de
contorno cambian a las de la denominada bolsa quiral h´ıbrida.
Los resultados resen˜ados completan el estudio del modelo hibr´ıdo a tem-
peratura no nula. Sin embargo, en todos estos casos se ha considerado a
los sistemas con nu´mero medio de part´ıculas no definido. Segu´n se ha visto
en el Cap´ıtulo 4, para la correcta descripcio´n de los bariones es necesario
considerar al sistema fermio´nico a densidad de part´ıculas no nula1. La de-
scripcio´n de tales sistemas se hace mediante la introduccio´n de un potencial
qu´ımico no nulo.
Como se vera´, es posible plantear esta situacio´n como un problema de
condiciones de contorno, en el que te´cnicas como las antes empleadas per-
miten obtener resultados de intere´s [67]. Cabe sen˜alar que la introduccio´n
de un potencial qu´ımico no nulo en este contexto ha sido realizada en [47],
aunque en el l´ımite termodina´mico. El objetivo de este cap´ıtulo sera´ estu-
diar este problema en un modelo simplificado, manteniendo los efectos de
taman˜o finito del sistema.
En efecto, se introducira´ el potencial qu´ımico imponiendo ciertas condi-
1Recordar la importancia de los quarks de valencia en la bolsa quiral h´ıbrida a T = 0
97
98 5- Fermiones a densidad finita (1+1 dim.)
ciones de contorno en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo. De ese modo sera´
posible su tratamiento de acuerdo a los procedimientos descritos en los
Cap´ıtulos 2 y 3. Se estudiara´ entonces la diferencia entre las energ´ıas li-
bres de Gibbs y de Helmholtz en un sistema bidimensional fermio´nico, con-
finado en un segmento. Si bien e´ste no es ma´s que un sistema de prueba,
se vera´ que la extensio´n de las te´cnicas empleadas a casos ma´s realistas, en
3 + 1−dimensiones es, en principio, posible.
Se seguira´n dos caminos diferentes, inspirados en lo desarrollado en los
Cap´ıtulos 2 y 3 respectivamente. En primer te´rmino, se utilizara´ la relacio´n
entre la gran funcio´n de particio´n y las funciones de Green para la evaluacio´n
de las diferencias de energ´ıas libres. Por completitud se calculara´ tambie´n la
energ´ıa libre de Helmholtz del presente modelo. Alternativamente, el me´todo
del operador de Forman sera´ aplicado a la determinacio´n de la diferencia de
energ´ıas libres.
5.1 Energ´ıa libre de Gibbs y Funciones de Green
Se considera un sistema bidimensional de fermiones libres sin masa, con-
finado en el segmento [0, 1] y sujeto a condiciones de contorno dadas. La
presencia de un potencial qu´ımico no nulo2 puede simularse mediante el
acoplamiento con un campo de gauge constante cuya u´nica componente no
nula es la temporal [68, 69, 70].En efecto, si el sistema se encuentra en equi-
librio a temperatura T = 1/β y potencial qu´ımico µ, la gran funcio´n de
particio´n del sistema se expresa como
Ξ(T, L, µ) = e−βG(T,L,µ)
=
∫ Dψ¯ Dψ e∫ 10 dt∫ 10 dxψ¯(D(β,L)−iµγ0)ψ
∼ Det (D(β, L)− iµγ0)cc
(5.1)
donde
D(β, L) =
i
β
γ0∂t +
i
L
γ1∂x, si 0 ≤ t, x ≤ 1, (5.2)
y “cc” significa que este operador esta´ definido en un subespacio (denso)
de funciones que satisfacen condiciones de contorno que sera´n especificadas
ma´s adelante.
Puede verse que la derivada de la expresio´n anterior respecto del po-
tencial qu´ımico conduce al nu´mero medio de part´ıculas. Estudiando la
ecuacio´n de autoestados del hamiltoniano de Dirac se observa fa´cilmente
que µ se acopla a las part´ıculas con signo opuesto al correspondiente a las
antipart´ıculas, lo que resulta en una carga media no nula.
2Necesaria para que el nu´mero bario´nico no resulte nulo en valor medio
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Se utilizara´ para las matrices de Dirac la convencio´n
γ0 =
(
0 1
1 0
)
, γ1 =
(
0 −i
i 0
)
,
γ5 = −iγ0γ1 =
(
1 0
0 −1
) (5.3)
Ahora bien, por tratarse de un sistema fermio´nico se requiere la an-
tiperiodicidad en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo. De ese modo, el operador
diferencial esta´ definido sobre ψ(x, t) tales que
Bψ(t, x) = 0, si x = 0, 1,
ψ(1, x) = −ψ(0, x).
(5.4)
donde B representa la proyeccio´n que define las condiciones de contorno que
se satisfacen en el borde espacial.
Tal como se ha observado en el Cap´ıtulo 3, es posible vincular derivadas
respecto de ciertos para´metros de determinantes funcionales con trazas que
contienen las funciones de Green. En este caso, puede escribirse
−β ∂G∂µ (β, L, µ) = Tr{ ∂∂µ ln
(
D(β, L)− iµγ0)bc}
= Tr{−iγ0Kbc(t, x; t′, x′)},
(5.5)
donde se ha considerado la funcio´n de Green que es solucio´n del problema,(
D(β, L)− iµγ0)Kbc(t, x; t′, x′) = δ(x− x′)δ(t− t′)
BKbc(t, x; t′, x′) = 0, para x = 0, 1,
Kbc(1, x; t′, x′) = −Kbc(0, x; t′, x′).
(5.6)
Resulta inmediato demostrar que el problema anterior puede expresarse
en te´rminos de
D(β, L)− iµγ0 = eµβtD(β, L) e−µβt,
Kbc(t, x; t′, x′) = eµβtk(t, x; t′, x′) e−µβt′,
(5.7)
donde ahora la funcio´n de Green modificada, k(t, x; t′, x′), es la solucio´n de
D(β, L) k(t, x; t′, x′) = δ(x− x′)δ(t− t′)
Beµβtk(t, x; t′, x′) = 0, para x = 0, 1,
k(1, x; t′, x′) + e−µβk(0, x; t′, x′) = 0.
(5.8)
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La expresio´n (5.8) muestra que la introduccio´n del potencial qu´ımico
corresponde a la modificacio´n de las condiciones de contorno en la direccio´n
del tiempo eucl´ıdeo.
Funcio´n de Green
Para el ca´lculo de la funcio´n de Green puede proponerse un desarrollo de la
forma
k(t, x; t′, x′) = L
∞∑
n=−∞
kn(x, x′) e−iΩnβ(t−t
′). (5.9)
Imponiendo la condicio´n de contorno “temporal” de (5.8) se obtiene para
las frecuencias
Ωn = ωn − iµ,
ωn =
(2n+ 1)pi
β
, para n ∈ Z.
(5.10)
Introduciendo (5.9) en la ecuacio´n diferencial, puede verse que los coefi-
cientes satisfacen
kn(x, x′)
= eγ5ΩnLxkn(0, x′)− iγ1e−γ5ΩnL(x−x′)H(x− x′), (5.11)
donde se ha introducido la funcio´n escalo´n de Heaviside, H(x− x′).
Para completar la determinacio´n de los kn(x, x′) se deben imponer las
condiciones de contorno espaciales. En este modelo de prueba se consid-
erara´n condiciones tipo bolsa
(Bψ) (t, x) = (1 + /n)ψ(t, x) = 0, para x = 0, 1. (5.12)
Una vez determinados los coeficientes, se obtiene la siguiente expresio´n
para la funcio´n de Green
k(t, x; t′, x′) = iL
∞∑
n=−∞
[
eγ5ΩnLx
2 cosh(ΩnL)
(1 + γ1) e−γ5ΩnL(1−x′)
−γ1e−γ5ΩnL(x−x′)H(x− x′)
]
e−iΩnβ(t−t
′). (5.13)
Ca´lculo de la diferencia de energ´ıa
Reemplazando (5.13) en (5.7), y e´sta en(5.5), se obtiene la derivada de la
energ´ıa libre de Gibbs
−β∂G
∂µ
(β, L, µ) = Tr{−iγ0eµβtk(t, x; t′, x′) e−µβt′}
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= L
∫ 1
0
dx
∫ 1
0
dt Tr
{
γ0eµβ(t−t
′)
∞∑
n=−∞
[
e−γ5ΩnL(1−x−x′)
2 cosh(ΩnL)
+γ1
(
e−γ5ΩnL(1+x−x′)
2 cosh(ΩnL)
−e−γ5ΩnL(x−x′)H(x− x′)
)]
e−iΩnβ(t−t
′)
}
|(t′,x′)=(x,t) . (5.14)
En (5.14) la traza es expresada en la forma de integrales en las variables
espacial y temporal, de un integrando que involucra la traza matricial de la
funcio´n de Green en la diagonal.
El primer te´rmino de este integrando corresponde a una serie absoluta
y uniformemente convergente, au´n para (t′, x′) = (t, x). Ello autoriza la
realizacio´n de las sumas en cualquier orden. La propiedad de ciclicidad de
la traza matricial muestra que su contribucio´n es nula.
No es el caso del segundo te´rmino de (5.14), proporcional a γ0γ1. En
efecto, separando las contribuciones de los n ≥ 0 y de los n < 0, puede
escribirse
∞∑
n=−∞
(
e−γ5ΩnL(1+x−x′)
2 cosh(ΩnL)
− e−γ5ΩnL(x−x′)H(x− x′)
)
e−iΩnβ(t−t′)
=
∞∑
n=0
[
e−γ5ΩnL(1+x−x′)
2 cosh(ΩnL)
− e−γ5ΩnL(x−x′)
(
0 0
0 1
)]
e−iΩnβ(t−t′)
+
−1∑
n=−∞
[
e−γ5ΩnL(1+x−x′)
2 cosh(ΩnL)
− e−γ5ΩnL(x−x′)
(
1 0
0 0
)]
e−iΩnβ(t−t′)
+
∞∑
n=0
e−γ5ΩnL(x−x′)
(
−H(x− x′) 0
0 H(x′ − x)
)
e−iΩnβ(t−t′)
+
−1∑
n=−∞
e−γ5ΩnL(x−x′)
(
H(x′ − x) 0
0 −H(x− x′)
)
e−iΩnβ(t−t′),
(5.15)
donde los dos primeros te´rminos del miembro de la derecha son absoluta-
mente convergentes au´n para x = x′. No´tese que, en ellos, el elemento no
nulo de la matriz del segundo te´rmino cancela, en cada caso, el compor-
tamiento divergente del primer te´rmino, para dar una contribucio´n a ∂G∂µ
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de
L
∫ 1
0 dx
∫ 1
0 dt tr
{
γ0γ1
×
∞∑
n=−∞
[
e−γ5ΩnL
2 cosh(ΩnL)
−
(
H(−n− 1/2) 0
0 H(n+ 1/2)
)] }
= −iL
∞∑
n=−∞
{tanh(ΩnL)− sign(n+ 1/2)} .
(5.16)
En la expresio´n (5.16) se han reunido las contribuciones de n ≥ 0 y n < 0,
introduciendo funciones escalo´n para obtener los signos adecuados.
En el tercer y cuarto te´rmino de (5.15) habra´ que mantener x 6= x′,
analizar las sumatorias y luego estudiar el l´ımite x → x′ necesario para
tomar la traza. Estas series pueden ser sumadas expl´ıcitamente
S+ =
∞∑
n=0
e−γ5ΩnL(x−x′)
(
−H(x− x′) 0
0 H(x′ − x)
)
e−iΩnβ(t−t′)
=
 −H(x− x
′) e
(iµ−pi/β)[L(x−x′)+iβ(t−t′)]
1−e−
2pi
β [L(x−x′)L+iβ(t−t′)]
; 0
0 ; H(x′ − x) e(iµ−pi/β)[L(x
′−x)L+iβ(t−t′)]
1−e−
2pi
β [L(x′−x)L+iβ(t−t′)]
 , (5.17)
S− =
−1∑
n=−∞
e−γ5ΩnL(x−x′)
(
H(x′ − x) 0
0 −H(x− x′)
)
e−iΩnβ(t−t
′)
=
 H(x
′ − x) e−(iµ+pi/β)[L(x
′−x)−iβ(t−t′)]
1−e−
2pi
β [L(x′−x)−iβ(t−t′)]
; 0
0 ; −H(x− x′) e−(iµ+pi/β)[L(x−x
′)−iβ(t−t′)]
1−e−
2pi
β [L(x−x′)−iβ(t−t′)]
 , (5.18)
que resultan singulares para (t′, x′) = (t, x). Introduciendo de la variable z =
L(x−x′)+iβ(t−t′) y su compleja conjugada, z¯ = L(x−x′)−iβ(t−t′), la suma
de ambos te´rminos puede ser desarrollada en serie de Laurent, obtenie´ndose
S+ + S−
= − β
2pi
 1z + iµ+ pi/β (H(x′ − x)−H(x− x′)) +O(z/β2) ; 0
0 ;
1
z¯
− iµ+ pi/β (H(x′ − x)−H(x− x′)) +O(z¯/β2)
 .
(5.19)
Reemplazada dentro de la traza matricial sen˜alada en (5.14), da lugar a
L tr
{
γ0eµβ(t−t
′)γ1 (S+ + S−)
}
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= − iLβ
2pi
eµβ(t−t
′)
{
1
z
− 1
z¯
+ 2iµ+O(| z | /β2)
}
→t′→t Lβµ
pi
+O(| x− x′ | L2/β), (5.20)
que tiene un l´ımite finito para x′ → x.
Este te´rmino contribuye a la derivada de la energ´ıa libre ∂G∂µ (T, L, µ) con
L
∫ 1
0 dx
∫ 1
0 dt tr
{
γ0eµβ(t−t′)γ1 (S+ + S−)
}
(t′,x′)=(t,x)
=
µ
pi
Lβ. (5.21)
Reuniendo los aportes (5.16) y (5.21), la derivada de la energ´ıa libre
respecto del potencial qu´ımico resulta
−β ∂G∂µ (β, L, µ) =
µ
pi
Lβ − iL
∞∑
n=−∞
{tanh [(ωn − iµ)L]− sign(n+ 1/2)} . (5.22)
El primer te´rmino de (5.22), proveniente de la parte de la funcio´n de
Green de comportamiento singular, es lineal en µ. El restante, que contiene
los efectos de taman˜o finito, resulta una funcio´n pi−perio´dica de µL que se
anula cuando L → ∞. La funcio´n que describe el nu´mero de part´ıculas se
comporta, en el l´ımite de β →∞, como
lim
β→∞
N¯ =
[
µL
pi
]
, (5.23)
donde [x] representa la parte entera de x.
A temperatura no nula, introduciendo las variables adimensionales
X = 2µL; Y =
2Lpi
β
, (5.24)
el nu´mero medio puede escribirse como
N(X,Y ) =
X
2pi
− Y
pi
∞∑
n=0
senX
cosX + cosh(2n+ 1)Y
. (5.25)
Cortando esta serie en el valor n = K, determinado de modo que se cometa
un error menor que E en su suma,
K >
1
2Y
ln
{
1
2E sinhY
}
,
ca´lculos nume´ricos sencillos muestran en la Figura 5.1 su comportamiento
en funcio´n del potencial qu´ımico para diferentes temperaturas.
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Fig. 5.1: Fermiones en 1 + 1: Nu´mero medio
Integrando la ecuacio´n (5.22) se obtiene la diferencia entre la energ´ıa
libre de Gibbs y la energ´ıa libre de Helmholtz
−β { G(β, L, µ)−G(β, L, 0)}
=
µ2
2pi
Lβ +
∞∑
n=−∞
ln
{
cosh [(ωn − iµ)L]
cosh [ωnL]
+ iµ L sign(n+ 1/2)
}
.
(5.26)
Teniendo en cuenta que ω−n = −ωn−1 la expresio´n (5.26) puede ree-
scribirse como
−β { G(β, L, µ)−G(β, L, 0)}
=
µ2
2pi
Lβ + ln

∞∏
0
(
1 + 2 cos(2µL)e−2ωnL + e−4ωnL
)
(1 + 2e−2ωnL + e−4ωnL)

=
µ2
2pi
Lβ + ln
{
θ3(µL, e−2piL/β)
θ3(0, e−2piL/β)
}
,
(5.27)
donde θ3(u, q) es una de las funciones de Jacobi [20].
La expresio´n (5.27) contiene toda la dependencia en µ de G. Para la
descripcio´n completa del modelo, es necesario el ca´lculo de la energ´ıa libre
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de Helmholtz, tomada aqu´ı como referencia. En la seccio´n siguiente, por
razones de completitud, se realizara´ este ca´lculo.
Ahora bien, el me´todo desarrollado puede, en principio, ser aplicado al
modelo de la bolsa quiral en (3 + 1)−dimensiones. En efecto, la energ´ıa
libre de Helmholtz (de referencia) ya ha sido calculada en los cap´ıtulos pre-
vios de esta tesis, y la funcio´n de Green necesaria (si bien ma´s complicada
que la presente) puede calcularse extendiendo al caso de temperatura finita
los resultados presentados en [19]. Ese ca´lculo, que actualmente esta´ en
realizacio´n, no sera´ incluido en esta tesis.
5.2 Energ´ıa libre de Helmholtz (µ = 0)
Para completar el resultado de la seccio´n 5.1 se debe calcular la energ´ıa
libre de Helmholtz del modelo. El ca´lculo que se presenta a continuacio´n
corresponde a la aplicacio´n de lo desarrollado en el Cap´ıtulo 3 al caso de
este modelo de prueba bidimensional.
Se tomara´ ahora la derivada respecto de la temperatura del determi-
nante del operador D(β, L), definido bajo las condiciones de contorno B
consideradas en la seccio´n anterior. De este modo
∂
∂β
ln Det (D(β, L))cc = Tr
{−i
β2
γ0∂tk(t, x; t′, x′)
}
, (5.28)
donde la funcio´n de Green es la presentada en (5.13), tomada en µ = 0.
Tal como se sen˜alo´ en la seccio´n 5.1, reemplazando la funcio´n de Green
en (5.28) se obtienen dos te´rminos. El primero, proporcional a γ0, absoluta
y uniformemente convergente au´n para (t′, x′) = (t, x), lo cual autoriza a
realizar las sumatorias en cualquier orden. Tomando en primera instancia
la traza matricial se observa que su contribucio´n resulta nula.
Por otra parte, el segundo te´rmino, proporcional a γ0γ1, puede separarse
en dos sumandos de comportamiento diferenciado. El primero, absoluta-
mente convergente, se escribe como
L
β
Tr
{
γ5
∞∑
n=−∞
ωne
−iωnβ(t−t′)e−γ5ωnL(x−x′)
[
e−γ5ωnL
2 cosh(ωnL)
−
(
H(−n− 1/2); 0
0; H(n+ 1/2)
)]}
=
−L
β
∞∑
n=−∞
ωn {tanh(ωnL)− sign(n+ 1/2)} = 2 ∂
∂β
∞∑
n=0
ln
{
1 + e−2ωnL
}
.
(5.29)
As´ı como en el caso de µ 6= 0, aqu´ı se obtiene un te´rmino singular
cuando se toma la funcio´n de Green en la diagonal. A diferencia de lo en-
contrado en la seccio´n anterior, este te´rmino es divergente, pues contiene las
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singularidades del modelo a T = 0. Debe introducirse entonces una regular-
izacio´n de modo de separar partes finitas de partes divergentes. Se considera
la prescripcio´n usualmente denominada “point-splitting”, correspondiente a
mantener (t′, x′) 6= (t, x) hasta el final del ca´lculo para luego tomar el l´ımite.
Las singularidades se extraera´n como polos en el para´metro regulador. De
este modo
iL
β2
Tr
{
γ5 ∂t
∞∑
n=−∞
e−iωnβ(t−t
′)e−γ5ωnL(x−x′)
×
 H(x′ − x)H(−n− 1/2)−H(x− x′)H(n+ 1/2); 0
0; H(x′ − x)H(n+ 1/2)−H(x− x′)H(−n− 1/2)


≡ 2 L
β2
∫ 1
0
dx
∫ 1
0
dt Im ∂t
{
H(x− x′)
∞∑
n=0
e
−(2n+1)pi
β
[L(x−x′)+iβ(t−t′)]
+H(x′ − x)
∞∑
n=0
e
−(2n+1)pi
β
[L(x′−x)+iβ(t−t′)]
}
|(t′,x′)=(t,x+²)
=
L
β2
∫ 1
0
dx
∫ 1
0
dt Im ∂t

1
sinh
(
pi
β
[L | x− x′ | +iβ(t− t′)]
)
 |(t′,x′)=(t,x+²)
→
t′ → t −
piL
β2
cosh(pi²/β)
[sinh(pi²/β)]2
=
∂
∂β
{
−Lβ
pi²2
− piL
3β
+O(²2)
}
, (5.30)
donde se observa una parte singular proporcional a L.
Reuniendo (5.29) y (5.30), e integrando respecto de β, se obtiene la
energ´ıa libre de Helmholtz
F (β, L) = − 2
β
∞∑
n=0
ln
{
1 + e−2ωnL
}
+
L
pi²2
− piL
3β2
+
C
β
= − 1
β
ln
{
θ3(0, e
− 2piL
β )
}
+
1
β
∞∑
n=1
ln
(
1− e− 4piLnβ
)
+
L
pi²2
− piL
3β2
+
C
β
, (5.31)
donde C es la constante de integracio´n. Puede observarse la presencia de
un te´rmino singular (cuando se remueve el regulador) independiente de la
temperatura, correspondiente a una divergencia en la energ´ıa de Casimir del
modelo.
En efecto, la energ´ıa de Casimir se obtiene tomando el l´ımite de temper-
atura nula de (5.31). Puede demostrarse fa´cilmente que
lim
β→∞
F (β, L) = ECas.(L)
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= − 1
pi
∫ ∞
0
dω ln
{
1 + e−2ωL
}
+
L
pi²2
= − pi
24L
+
L
pi²2
, (5.32)
Conviene notar las diferentes dependencias con L de los te´rminos singular
y finito. Mientras el te´rmino finito se anula en el l´ımite L → ∞, lo que
corresponde a una correcio´n de taman˜o finito, la parte singular, proporcional
a L, esta´ relacionada con un aporte divergente a la energ´ıa de vac´ıo. Esta
singularidad puede ser eliminada mediante un corrimiento en la densidad de
energ´ıa del vac´ıo.
La parte finita de la expresio´n (5.32) coincide con el resultado obtenido
en la referencia [71], y da lugar a la aparicio´n de una fuerza atractiva entre
los extremos de la regio´n de confinamiento de los fermiones.
Puede escribirse ahora
F (β, L)−ECas.(L) = − 1
β
ln
{
θ3(0, e
− 2piL
β )
}
+
1
β
∞∑
n=1
ln
(
1− e− 4piLnβ
)
− piL
3β2
+
C
β
+
pi
24L
. (5.33)
Tal como se realizo´ en el Cap´ıtulo 3, la constante indeterminada puede fijarse
haciendo uso de la anulacio´n de la entrop´ıa a T = 0.
La entrop´ıa corresponde a
S = β2
∂
∂β
F (β, L). (5.34)
En el l´ımite de grandes valores de β se obtiene
S = β2
∂
∂β
{C
β
+O(β−2)
}
= −C +O(β−1), (5.35)
cuya anulacio´n impone C = 0.
Reuniendo los resultados presentados hasta ahora en el Cap´ıtulo 5, puede
escribirse la energ´ıa libre de Gibbs completa del modelo
G(β, L, µ)− ECas.(L)
= −µ
2L
2pi
− 1
β
ln
{
θ3(µL, e
−2piLβ )
}
+
1
β
∞∑
n=1
ln
(
1− e−
4piLn
β
)
− piL
3β2
+
pi
24L
.
(5.36)
Este resultado concluye el ana´lisis deseable para este tipo de modelos.
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Recue´rdese que en el Cap´ıtulo 4 se completo´ el estudio de la bolsa quiral
h´ıbrida a temperatura T , cuando el nu´mero medio de part´ıculas no esta´
definido. El me´todo presentado aqu´ı permite, en principio, extender su
estudio al caso de densidad finita.
5.3 Aplicacio´n del me´todo del operador de For-
man
En la seccio´n 5.1 se ha desarrollado un me´todo adecuado para calcular la
correccio´n que un potencial qu´ımico no nulo produce sobre la energ´ıa li-
bre. En esta seccio´n se estudiara´ una alternativa relacionada con el me´todo
resen˜ado en el Cap´ıtulo 2, que pone en te´rminos del operador de Forman la
diferencia de energ´ıas libres.
Habiendo relacionado el potencial qu´ımico con las condiciones de con-
torno “temporales”, el operador de Forman debe vincular proyecciones por
distintos operadores de condiciones de contorno en esa direccio´n. Esto marca
una diferencia con lo realizado anteriormente, cuando la base del nu´cleo del
operador diferencial era elegida so´lo con la condicio´n de periodicidad o an-
tiperiodicidad, segu´n se tratase de sistemas fermio´nicos o boso´nicos.
Considerando el operador D(β, L) definido en la expresio´n (5.2), se lla-
mara´ (D(β, L))A(η),B al operador definido sobre funciones que satisfacen las
condiciones de contorno
(A(η)χ) (x) ≡ χ(t = 1, x) + eiηχ(t = 0, x) = 0,
(Bχ) (t, x) ≡ [1 + /n]χ(t, x) = 0, para x = 0, 1. (5.37)
La primera, condicio´n de contorno en la direccio´n temporal, corresponde a
la extensio´n anal´ıtica de (5.8) a valores imaginarios de µ. Escrito en estos
te´rminos, la variedad considerada puede pensarse como un cilindro y las
funciones como secciones que ganan una fase η a lo largo de un giro. Por
otra parte, la segunda l´ınea de (5.37) impone condiciones de contorno locales
en las tapas de ese cilindro.
El me´todo requiere de una base en el nu´cleo del operador diferencial. Se
ha visto que la simplicidad del ca´lculo depende fuertemente de la eleccio´n
de esa base. En el Cap´ıtulo 2, para el caso de la bolsa quiral en 3 + 1
dimensiones, la necesidad de conectar dos condiciones de contorno espaciales
permitio´ considerar bases que satisfacen la condicio´n de contorno temporal.
Aqu´ı, donde se relacionara´n dos condiciones de contorno “temporales”, se
impondra´ sobre la base el cumplimiento de la condicio´n de contorno espacial.
Para su construccio´n conviene analizar las autofunciones del operador
hermı´tico
(
−iγ5 ddx
)
B
(estrechamente relacionado con el hamiltoniano de
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Dirac de este modelo)
−iγ5 ddxχn(x) = λnχn(x),
(Bχn) (0) = 0 = (Bχn) (1),
(5.38)
las cuales vienen dadas por
χn(x) = eipi(n+1/2)xγ5
(
1
i
)
,
con λn = pi(n+ 1/2), n ∈ Z.
(5.39)
La base del nu´cleo se elige como
ψn(t, x) = e(n+1/2)
pi
L
[βt+iLxγ5]
(
1
i
)
, donde n ∈ Z. (5.40)
El siguiente paso consiste en tomar los valores de borde de las funciones
ψn(t, x), y proyectarlos por los operadores de condiciones de contorno (5.37).
Para tener en cuenta tanto la proyeccio´n “temporal” como la espacial con-
viene definir
Hn(t, x; η) =
 (A(η)ψn) (x)(Bψn) (t, 0)
(Bψn) (t, 1)
 =
 hn(x; η)0
0
 , (5.41)
donde el segundo y tercer elemento del u´ltimo miembro son identicamente
nulos debido a que las ψn(t, x) satisfacen la condicio´n de contorno espacial
de (5.37). En cuanto al primer elemento, de la aplicacio´n de A(η) resulta
hn(x; η) = ψn(t = 1, x) + eiηψn(t = 0, x)
=
[
e(n+1/2)piβ/L + eiη
]
eipi(n+1/2)xγ5
(
1
i
)
.
El operador de Forman relaciona valores de borde proyectados por dos
operadores de condiciones de contorno distintos. De este modo, se puede
escribir
Hn(t, x; η′) = Φ˜(η′, η) Hn(t, x; η), (5.42)
Dado que el operador B no depende del para´metro η, el operador de Forman
Φ˜(η′, η) tiene la forma
Φ˜(η′, η) =
(
Φ(η′, η) Φ′(η′, η)
0 Id2×2
)
. (5.43)
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La eleccio´n de esta base simplifica el ca´lculo de los elementos de matriz,
permitiendo que el elemento relevante para la evaluacio´n del determinante,
Φ(η′, η), se determine a partir de
hn(x; η′) = Φ(η′, η) hn(x; η)
=
(
e(n+1/2)piβ/L + eiη′
e(n+1/2)piβ/L + eiη
)
hn(x; η).
(5.44)
De manera inmediata puede darse ahora la expresio´n para el operador
de Forman. Considerando la base de los hn(x; η)3, este operador resulta
diagonal y se escribe
(
Φ(η′, η)
)
n,m = δn,m
(
1 + eiη′−(n+1/2)piβ/L
1 + eiη−(n+1/2)piβ/L
)
. (5.45)
Para la aplicacio´n del me´todo de los p−determinantes hace falta construir
combinaciones de operadores de Forman, calculados para distintos valores
de los para´metros del operador diferencial. De este modo, para los conjuntos
de para´metros (β, L) y (β0, L0) se tiene(
Φ(η′, η) Φ−10 (η
′, η)
)
n,m
= δn,m
(
1 + eiη′−(n+1/2)piβ/L
1 + eiη−(n+1/2)piβ/L
)(
1 + eiη−(n+1/2)piβ0/L0
1 + eiη′−(n+1/2)piβ0/L0
)
. (5.46)
Resulta sencillo demostrar que el operador
[
Φ(η′, η) Φ−10 (η
′, η)− 1
]
es
tipo traza, de lo que se desprende que puede tomarse el 1-determinante. Este
es un ejemplo de la existencia del p−determinante para valores de p menores
que la dimensio´n de la varedad considerada. Esto esta´ relacionado con el
hecho de que, como se ha visto en la seccio´n anterior, las u´nicas divergencias
corresponden a la energ´ıa de Casimir, que tambie´n esta´ contenida en la
energ´ıa de referencia. Teniendo en cuenta este hecho puede escribirse
det1
(
Φ(η′, η) Φ−10 (η
′, η)
)
=
∞∏
0
∣∣∣∣∣1 + eiη′−(n+1/2)piβ/L1 + eiη−(n+1/2)piβ/L
∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣ 1 + eiη−(n+1/2)piβ0/L01 + eiη′−(n+1/2)piβ0/L0
∣∣∣∣∣
2
=
θ3(η
′
2 , e
−piβ2L )
θ3(η2 , e
−piβ2L )
θ3(η2 , e
−piβ02L0 )
θ3(η
′
2 , e
−piβ02L0 )
.
(5.47)
3Recue´rdese que el isomorfismo entre el nu´cleo del operador diferencial y el espacio de
valores de borde proyectados garantiza que las {hn} forman un sistema completo, segu´n
se ha visto en el Cap´ıtulo 2
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El resultado de las referencias [2, 11] relaciona la expresio´n anterior con
el determinante del cociente de operadores diferenciales el´ıpticos que interesa
calcular,
det1
{
D(β, L)A(η′),B (D(β0, L0))
−1
A(η′),B D(β0, L0)A(η),B (D(β, L))
−1
A(η),B
}
= det1
(
Φ(η′, η) Φ−10 (η
′, η)
)
.
(5.48)
Eligiendo los para´metros como η′ = iµ′β y η = iµβ y notando que
(D(β, L))A(η),B =
(
e−iηtD(β, L)eiηt
)
A(0),B
=
(
i
βγ
0∂t + iLγ
1∂x − ηβγ0
)
A(0),B
,
(5.49)
puede escribirse para la diferencia de energ´ıas libres
−β G(β, L, µ′) + β0G(β0, L0, µ′β/β0)
−β0 G(β0, L0, µ β/β0) + β G(β, L, µ)
= ln
 θ3(
iµ′β
2 , e
−piβ2L )
θ3( iµ β2 , e
−piβ2L )
θ3( iµ β2 , e
−piβ02L0 )
θ3( iµ
′β
2 , e
−piβ02L0 )
 ,
(5.50)
que conducira´ al resultado final de esta seccio´n.
Tomando µ′ = 0
β [G(β, L, µ)− G(β, L, 0)]
−β0 [G(β0, L0, µ β/β0)−G(β0, L0, 0)]
= ln
 θ3(0, e
−piβ2L )
θ3( iµ β2 , e
−piβ2L )
θ3( iµ β2 , e
−piβ02L0 )
θ3(0, e
−piβ02L0 )
 ,
(5.51)
donde se tiene todav´ıa la libertad adicional de la eleccio´n de β0 y L0. No´tese
que cuando β/β0 ¿ 1, en virtud del teorema del valor medio,
β0 [G(β0, L0, µ β/β0)−G(β0, L0, 0)]
= β0
µ β
β0
∂G
∂µ0
(β0, L0, µ0) = −µ β N¯(β0, L0, µ0),
(5.52)
para algu´n µ0 tal que 0 < µ0 < µβ/β0. En (5.52) se ha tomado por
N(β0, L0, µ0) al nu´mero medio de part´ıculas. Se cumple entonces que
β0 [G(β0, L0, µ β/β0)−G(β0, L0, 0)] →
β0 →∞
0. (5.53)
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Por otra parte, en el miembro de la derecha de (5.51) se tiene que
lim
β0→∞
θ3( iµ β2 , e
−piβ02L0 )
θ3(0, e
−piβ02L0 )
= 1, (5.54)
lo que permite escribir la diferencia de energ´ıas libres de Gibbs y de Helmholtz
como
β [G(β, L, µ)− G(β, L, 0)] = ln
 θ3(0, e
−piβ2L )
θ3( iµ β2 , e
−piβ2L )

=
−µ2βL
2pi
+ ln
 θ3(0, e
−2piLβ )
θ3(µL, e
−2piLβ )
 ,
(5.55)
No´tese que para la obtencio´n del u´ltimo miembro se ha utilizado la
fo´rmula de inversio´n de la funcio´n θ3 de Jacobi,
θ3(
iµ β
2
, e−
piβ
2L ) = e
µ2βL
2pi θ3(µL, e
−2piLβ ). (5.56)
El resultado (5.55) coincide totalmente con el sen˜alado en la ecuacio´n (5.27).
Este u´ltimo me´todo de ca´lculo permite ver que el potencial qu´ımico
puede introducirse mediante una extensio´n anal´ıtica en un para´metro de
“twist” en la condicio´n de contorno de la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo.
Desde este punto de vista, la presencia de las funciones de Jacobi no resulta
sorprendente. En efecto, tales funciones aparecen en teor´ıas fermio´nicas en
dos dimensiones con invarianza conforme [72].
Adema´s, el presente resultado puede relacionarse con el estudio de fer-
miones bidimensionales sin masa, a T > 0 y bajo condiciones de con-
torno tipo “twist” en la direccio´n espacial, presentado en la referencia [27].
En efecto, teniendo en cuenta que las condiciones de contorno espaciales
(locales) definidas por B en (5.38) implican antiperiodicidad en el seg-
mento x ∈ [0, 2] para las autofunciones del hamiltoniano (ver ecuaciones
(5.38),(5.39)), no es dificil obtener de la ecuacio´n (5.55) los resultados de
[27] realizando los cambios β → L y L→ β/2.
5.4 Resumen del Cap´ıtulo 5
En el presente cap´ıtulo se ha estudiado la aplicacio´n de te´cnicas funcionales
como las desarrolladas en los Cap´ıtulos 2 y 3 a un problema de densidad de
part´ıculas no nula.
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Se ha visto que es posible la introduccio´n de un potencial qu´ımico no nulo
en un modelo fermio´nico mediante la imposicio´n de condiciones de contorno
“twisted” en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo.
Para el estudio del determinante que interesa en esta situacio´n se uti-
lizaron dos te´cnicas. La primera, basada en el conocimiento de la funcio´n de
Green que satisface las condiciones de contorno del problema. La restante,
utilizando las te´cnicas funcionales basadas en el p−determinante del opera-
dor de Forman, que permite realizar los ca´lculos a partir de valores de borde
de funciones en el nu´cleo del operador diferencial de Dirac.
En la seccio´n 5.1 se estudio´ la diferencia entre las energ´ıas libres de Gibbs
y de Helmholtz (µ = 0), en te´rminos de la integral en µ de una traza que
involucra a la funcio´n de Green.
Un tratamiento cuidadoso de los te´rminos que no son absolutamente con-
vergentes puso en evidencia una contribucio´n dependiente de µ2, necesaria
para reproducir el correcto comportamiento del nu´mero medio de part´ıculas
para L→∞. La parte regular corresponde a correcciones por taman˜o finito,
y da a N el aspecto que se muestra en la Figura 5.1.
Para completar el modelo, en la seccio´n 5.2 se estudio´ la energ´ıa libre
de Helmholtz, empleando en este caso la derivada respecto de la variable
β. La constante de integracio´n fue fijada imponiendo que la entrop´ıa se
anule cuando la temperatura vale cero. En estos ca´lculos, la consideracio´n
del l´ımite β → ∞ permitio´ identificar la energ´ıa de Casimir y analizar sus
partes divergentes, que pueden ser eliminadas mediante un corrimiento en
la densidad de energ´ıa del vac´ıo.
Los resultados de las secciones 5.1 y 5.2 completan el estudio del mod-
elo. Si bien la descripcio´n del mismo habr´ıa sido posible a partir de los
autovalores del Hamiltoniano de Dirac (exactamente resolubles en este caso
simple, segu´n surge de la ecuacio´n (5.39)), el me´todo de la funcio´n de Green
desarrollado sen˜ala el camino para su extensio´n a casos ma´s realistas en
(3 + 1)−dimensiones. En efecto, en este modelo, el problema de autoval-
ores del hamiltoniano conduce a ecuaciones trascendentes, lo que complica
todo estudio anal´ıtico. No obstante, si bien algebraicamente ma´s compleja,
la funcio´n de Green relacionada con el modelo de la bolsa quiral h´ıbrida
puede obtenerse extendiendo al caso de temperatura no nula los ca´lculos
presentados en [19].
En la seccio´n 5.3 se considero´ tambie´n el ca´lculo alternativo que hace uso
del me´todo de los p−determinantes desarrollado en el Cap´ıtulo 2. Partiendo
de una base adecuada para el nu´cleo del operador de Dirac pudo construirse
el operador de Forman. El determinante de Fredholm de cocientes de tales
operadores condujo, mediante una extensio´n anal´ıtica en el para´metro de
“twist” en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo, a la diferencia de energ´ıas libres
con y sin potencial qu´ımico. Los resultados obtenidos son ide´nticos a los
que surgen del estudio de la funcio´n de Green. Sin embargo, la sencillez de
este u´ltimo me´todo radica en la adecuada eleccio´n de una base que, en este
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caso, esta´ relacionada con los autoestados del Hamiltoniano de Dirac. Esto
hace esperar que su extensio´n a modelos ma´s realistas resulte dificultosa.
Cap´ıtulo 6
Conclusiones
En la presente tesis se ha estudiado la introduccio´n de te´cnicas para la
evaluacio´n de determinantes funcionales en regiones con borde. Ha moti-
vado el ana´lisis de este tipo de problemas la relacio´n entre determinantes
y magnitudes f´ısicas de intere´s en Teoria Cua´ntica de Campos y Meca´nica
Estad´ıstica.
En primer lugar, en el Cap´ıtulo 2, se ha resen˜ado y empleado un me´todo
de evaluacio´n de determinantes de cocientes de operadores el´ıpticos, definidos
en variedades con borde. Se consideran operadores de condiciones de con-
torno que definen problemas el´ıpticos de borde. E´ste me´todo se basa en
la existencia de p−determinantes de los operadores pseudodiferenciales in-
troducidos por R. Forman. Estos operadores, que actu´an sobre funciones
definidas en el borde de la variedad, pueden determinarse utilizando los
valores de borde (trazas) de las funciones del nu´cleo (soluciones) del opera-
dor diferencial en cuestio´n, los que se proyectan mediante los operadores de
condiciones de contorno.
La evaluacio´n de (diferencias de) energ´ıas libres de sistemas sometidos
a distintas condiciones de contorno conduce naturalmente al ca´lculo de de-
terminantes de cocientes de operadores diferenciales. Esto requiere la in-
troduccio´n de te´cnicas de regularizacio´n para la correcta definicio´n de las
magnitudes f´ısicas.
Los me´todos de ca´lculo desarrollados, por aplicarse a variedades com-
pactas, conducen naturalmente a la consideracio´n de problemas a temper-
atura finita.
Se ha aplicado el me´todo resen˜ado al estudio de la diferencia de la energ´ıa
libre de Helmholtz de una bolsa quiral h´ıbrida respecto de la denominada
bolsa de M. I. T. [15].
En ese contexto se considero´ un sistema fermio´nico confinado en una
cavidad esfe´rica esta´tica de radio R. Las condiciones de contorno lo acoplan
a un campo externo, representado por el a´ngulo quiral θ presente en las
condiciones de contorno.
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En cuanto a la energ´ıa de referencia, corresponde a la del exitoso modelo
de la bolsa de M. I. T. , en el cual las condiciones de contorno se introducen
con el objeto de lograr el confinamiento de la corriente de color en el interior
de la cavidad.
Para la aplicacio´n del me´todo de los p−determinantes debio´ considerarse
una base discreta para el nu´cleo del operador de Dirac, reduciendo la eval-
uacio´n del determinante del operador de Forman al ca´lculo de series dobles
divergentes. Para darles sentido, se introdujo una regularizacio´n anal´ıtica.
Con el objeto de separar los comportamientos singulares de estas sumas
dobles se hizo uso de desarrollos asinto´ticos de los te´rminos generales de las
sumatorias, inspirados en el desarrollo de Debye para las funciones de Bessel.
Las singularidades aisladas resultan independientes de la temperatura, lo
que es necesario para que la teor´ıa tenga sentido una vez renormalizada a
temperatura cero. Ellas pueden ser eliminadas mediante la introduccio´n
de contrate´rminos adecuados en el lagrangiano del modelo de bolsa quiral
h´ıbrida.
A diferencia de tratamientos previos, el procedimiento de renormal-
izacio´n que se ha seguido conduce, naturalmente, a resultados finitos para
la energ´ıa libre (o bien de su l´ımite de T = 0, la energ´ıa de Casimir) y las
magnitudes de ella derivadas, tales como el flujo de la corriente axial.
Por otra parte, las correccciones finitas a estos desarrollos asinto´ticos
fueron calculadas nume´ricamente, de modo de obtener la correccio´n com-
pleta a la energ´ıa libre de Helmholtz de la bolsa quiral.
Si bien el me´todo de los p−determinantes resulta adecuado para el
ca´lculo de diferencias de energ´ıas libres, los determinantes de referencia
deben ser evaluados mediante te´cnicas complementarias.
Como se ha dicho en el Cap´ıtulo 3, la funcio´n de Green que satisface las
condiciones de contorno de los problemas considerados contiene suficiente
informacio´n como para calcular esos determinantes. De este modo se han
podido relacionar derivadas respecto de la temperatura de las energ´ıas libres
de intere´s con trazas que involucran funciones de Green. Utilizando bases
discretas para su representacio´n, el ca´lculo de trazas conduce nuevamente a
sumas dobles que requieren de regularizaciones.
A modo de ejemplo de ca´lculo, se estudio´ el problema de un campo es-
calar sin masa bajo condiciones de contorno generales [33], donde la te´cnica
desarrollada puede ponerse a prueba evitando una excesiva complejidad al-
gebraica. Se obtuvieron as´ı los comportamientos de la energ´ıa libre en las
regiones de grandes y pequen˜os valores de la u´nica variable del problema,
z = RT . En ambos casos, la introduccio´n de los desarrollos asinto´ticos
permitio´ el aislamiento y ana´lisis de las singularidades que, segu´n se ha
sen˜alado, resultan independientes de la temperatura.
Con la experiencia adquirida en el caso del campo escalar, se estudiaron
los campos fermio´nico y de gauge (abeliano) con las condiciones de contorno
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de la bolsa de M. I. T. [34]. El primer caso corresponde a una simple
extensio´n de los me´todos aplicados al campo escalar, aunque la funcio´n de
Green fermio´nica resulta ma´s complicada. En cuanto al campo de gauge,
la presencia de la simetr´ıa local hace necesaria la introduccio´n de campos
fantasmas, cuyo aporte a la energ´ıa libre es cancelado por los modos no
f´ısicos (temporal y longitudinal) del campo vectorial. En ambos casos se
obtuvo la energ´ıa libre y su l´ımite de temperatura cero, proporcional a 1/R.
La renormalizacio´n de las singularidades hace que la energ´ıa de Casimir
resulte indeterminada en un te´rmino con igual dependencia del radio de la
cavidad, que debe fijarse con condiciones f´ısicas adicionales. En el modelo
de bolsa quiral h´ıbrida las constantes indeterminadas de la bolsa de M. I. T.
son fijadas de modo que se eliminen las contribuciones divergentes en el
l´ımite de R→ 0.
En el Cap´ıtulo 4 se utilizaron los resultados anteriores para el estudio de
modelos concretos de intere´s para la Teor´ıa Cua´ntica de Campos. De este
modo se consideraron modelos en los que el confinamiento es introducido de
manera expl´ıcita. La descripcio´n de estos modelos a temperatura finita es
actualmente un to´pico de gran intere´s. En efecto, se estima que en colisiones
de iones pesados a altas energ´ıas puede tener lugar la formacio´n de un nuevo
estado de la materia, denominado plasma de quarks y gluones. En ese
sentido resulta interesante el estudio de transiciones de fase deconfinantes
en modelos hadro´nicos como los aqu´ı estudiados.
Por ello se considero´ el modelo simple de “gota de quarks y gluones”,
en el cual esos campos se encuentran confinados en una regio´n esfe´rica. En
el exterior, campos escalares modelan la presencia de piones, y una presio´n
fenomenolo´gica mantiene el confinamiento hasta cierta temperatura cr´ıtica.
De los ca´lculos realizados en esta tesis se ha podido observar la presencia de
radios de equilibrio estables a temperaturas menores que la cr´ıtica, que se
convierten en metaestables cuando TC es superada.
Por otra parte, ha sido analizado el modelo de la bolsa quiral h´ıbrida. En
este modelo de dos fases, los fermiones se acoplan con un campo boso´nico
exterior en la configuracio´n de skyrmio´n. Este u´ltimo corresponde a una
solucio´n cla´sica con carga topolo´gica B = 1 del modelo de Skyrme, que se
ha mostrado adecuado para la descripcio´n de propiedades de bajas energ´ıas
de los bariones. La combinacio´n del modelo de la bolsa con el skyrmio´n
permite obtener una visio´n sumamente atractiva . En efecto, se cuenta con
los grados de libertad fundamentales de la Q. C. D. a distancias pequen˜as
del centro de la cavidad, y adema´s es posible ajustar el flujo de la corriente
axial de ambas fases, recuperando su conservacio´n en el borde (perdida en
la bolsa de M. I. T. ).
En el modelo de dos fases se logra la determinacio´n completa de las con-
stantes renormalizadas mediante la imposicio´n de condiciones f´ısicamente
aceptables. Similarmente, han podido determinarse los para´metros del mod-
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elo de Skyrme e(R) y Fpi.
En ese contexto, ha sido estudiada la energ´ıa completa del modelo de dos
fases a T = 0, compuesta por el aporte de la bolsa (energ´ıa de Casimir +
quarks de valencia) y del skyrmio´n externo. As´ı como ocurre con el nu´mero
bario´nico, la energ´ıa del modelo resulta marcadamente independiente del
radio de la cavidad hasta R del orden de 1 fm. Esto da sustento a la hipo´tesis
del cumplimiento aproximado en 3 + 1 dimensiones del “esquema del gato
de Cheshire”.
Se han analizado adema´s mecanismos recientemente propuestos para la
descripcio´n de transiciones deconfinantes en este modelo, basados en el es-
tudio del equilibrio de presiones entre las fases interna y externa.
Si bien los ca´lculos de los Cap´ıtulos 2 y 3 describen totalmente el modelo
h´ıbrido a temperatura finita, la identificacio´n del mismo con un bario´n exige
la imposicio´n de que el nu´mero bario´nico medio sea 1. Esto so´lo puede
lograrse mediante la introduccio´n de un potencial qu´ımico no nulo.
Por u´ltimo, se analizo´ en un sistema de prueba la posibilidad de intro-
duccio´n de un potencial qu´ımico mediante la imposicio´n de condiciones de
contorno particulares en la direccio´n del tiempo eucl´ıdeo [67], y su estudio
mediante estas te´cnicas de ca´lculo de determinantes funcionales.
En el ejemplo simple de un campo fermio´nico bidimensional ha sido
evaluado el correspondiente determinante funcional mediante su relacio´n con
la funcio´n de Green, y tambie´n mediante el me´todo de los p−determinantes
del operador de Forman, obtenie´ndose la expresio´n completa de la energ´ıa
de Gibbs del modelo. El primero de estos me´todos resulta, en principio,
aplicable a ca´lculos en 3 + 1 dimensiones, lo que se encuentra actualmente
en realizacio´n.
Ape´ndice A
Desarrollos Asinto´ticos
En los Cap´ıtulo 2 y 3 se introdujeron desarrollos asinto´ticos para los ar-
gumentos de las sumas dobles, inspirados en el desarrollo de Debye de las
funciones de Bessel.
En el presente ape´ndice se dara´n las expresiones de los mencionados
desarrollos
A.1 Desarrollos asinto´ticos para las correcciones
quirales
El desarrollo de Debye del argumento de la suma doble, a orden 6 en poten-
cias de 1/ρ, ∆6 se escribe,
∆6 = a˜2sen2θ + a˜4sen4θ + a˜6sen6θ (A.1)
donde
a˜2(z) = a˜(2,1) + a˜(2,2) + a˜(2,3) + a˜(2,4) + a˜(2,5) + a˜(2,6)
a˜4(z) = a˜(4,3) + a˜(4,4) + a˜(4,5) + a˜(4,6) (A.2)
a˜6(z) = a˜(6,5) + a˜(6,6),
En la expresio´n anterior
a˜(i,j) =
∑
m,d
Cm,dν
dρ−m (A.3)
Los coeficientes Cm,d deben extraerse de las siguientes expresiones
a˜(2,1) = −2νρ−2 + ν3ρ−4;
a˜(2,2) = −2νρ−3 + 5ν3ρ−5 − 3ν5ρ−7;
a˜(2,3) = −5
4
νρ−4 +
25
2
ν3ρ−6 − 45
2
ν5ρ−8 +
45
4
ν7ρ−10;
a˜(2,4) = −νρ−5 + 237
8
ν3ρ−7 − 867
8
ν5ρ−9 +
1067
8
ν7ρ−11 − 429
8
ν9ρ−13;
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a˜(2,5) = −2νρ−6 + 1355
16
ν3ρ−8 − 7937
16
ν5ρ−10 +
4253
4
ν7ρ−12
−15501
16
ν9ρ−14 +
5103
16
ν11ρ−16;
a˜(2,6) = −373
64
νρ−7 +
37463
128
ν3ρ−9 − 309637
128
ν5ρ−11 +
494595
64
ν7ρ−13
−372897
32
ν9ρ−15 +
1071571
128
ν11ρ−17 − 296253
128
ν13ρ−19;
a˜(4,3) = −νρ−4 + ν3ρ−6 − 1
8
ν5ρ−8;
a˜(4,4) = −2νρ−5 + 6ν3ρ−7 − 19
4
ν5ρ−9 +
3
4
ν7ρ−11
a˜(4,5) = −9
4
νρ−6 +
289
16
ν3ρ−8 − 35ν5ρ−10 + 185
8
ν7ρ−12 − 63
16
ν9ρ−14;
a˜(4,6) = −9
4
νρ−7 +
363
8
ν3ρ−9 − 5369
32
ν5ρ−11 +
7437
32
ν7ρ−13
−4147
32
ν9ρ−15 +
699
32
ν11ρ−17;
a˜(6,5) = −2
3
νρ−6 + s83− 3
8
ν5ρ−10 +
1
48
ν7ρ−12;
a˜(6,6) = −2νρ−7 + 7ν3ρ−9 − 61
8
ν5ρ−11 +
45
16
ν7ρ−13 − 3
16
ν9ρ−15;
A.2 Desarrollos asinto´ticos para el campo fermio´-
nico
El desarrollo asinto´tico del argumento de la suma doble en el caso del campo
fermio´nico se escribe
∆6 = a˜(−2) + a˜(−1) + a˜(0) + a˜(1) + a˜(2) + a˜(3) + a˜(4) + a˜(5) + a˜(6) (A.4)
donde a˜(i) tienen la forma sen˜alada en (A.3) y los coeficiente se obtienen a
partir de
a˜(−2) = −4ν2 + 4νρ;
a˜(−1) = −4ν + 2ν2ρ−1 + 2ρ;
a˜(0) = −1 + 3
2
νρ−1 − ν3ρ−3 + 1
2
ν5ρ−5;
a˜(1) =
1
4
ν − 5
4
ν2ρ−3 − ν3ρ−4 + 9
4
ν4ρ−5 +
5
2
ν5ρ−6 − 5
4
ν6ρ−7 − 3
2
ν7ρ−8
A- Desarrollos Asinto´ticos 121
a˜(2) = −17
32
νρ−3 − 3
2
ν2ρ−4 +
7
8
ν3ρ−5 +
33
4
ν4ρ−6 +
75
16
ν5ρ−7
−51
4
ν6ρ−8 − 85
8
ν7ρ−9 + 6ν8ρ−10 +
179
32
ν9ρ−11;
a˜(3) = − 5
64
ρ−3 − 3
4
νρ−4 − 89
64
ν2ρ−5 +
21
4
ν3ρ−6 +
705
32
ν4ρ−7
+
7
4
ν5ρ−8 − 2219
32
ν6ρ−9 − 335
8
ν7ρ−10 +
5091
64
ν8ρ−11 +
249
4
ν9ρ−12
−1969
64
ν10ρ−13 − 213
8
ν11ρ−14;
a˜(4) = −1
8
ρ−4− 277
256
νρ−5− 11
8
ν2ρ−6+
2077
128
ν3ρ−7+
485
8
ν4ρ−8− 6881
256
ν5ρ−9
−5201
16
ν6ρ−10 − 8357
64
ν7ρ−11 +
1319
2
ν8ρ−12 +
112521
256
ν9ρ−13 − 9279
16
ν10ρ−14
−58331
128
ν11ρ−15 +
1491
8
ν12ρ−16 +
40573
256
ν13ρ−17;
a˜(5) = −107
512
ρ−5 − 63
32
νρ−6 − 853
512
ν2ρ−7 +
1607
32
ν3ρ−8 +
98147
512
ν4ρ−9
−5849
32
ν5ρ−10 − 792827
512
ν6ρ−11 − 10973
32
ν7ρ−12 +
2449795
512
ν8ρ−13
+
43633
16
ν9ρ−14 − 3597763
512
ν10ρ−15 − 40671
8
ν11ρ−16 +
2533349
512
ν12ρ−17
+
63777
16
ν13ρ−18 − 689741
512
ν14ρ−19 − 18429
16
ν15ρ−20;
a˜(6) = −27
64
ρ−6 − 37029
8192
νρ−7 − 157
64
ν2ρ−8 +
176859
1024
ν3ρ−9 +
45109
64
ν4ρ−10
−2060733
2048
ν5ρ−11 − 506615
64
ν6ρ−12 − 503167
1024
ν7ρ−13 +
273215
8
ν8ρ−14
+
68350973
4096
ν9ρ−15− 2345995
32
ν10ρ−16− 50553539
1024
ν11ρ−17+
2682957
32
ν12ρ−18
+
132415791
2048
ν13ρ−19− 1567557
32
ν14ρ−20− 41610889
1024
ν15ρ−21+
92145
8
ν16ρ−22
+
81840739
8192
ν17ρ−23;
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A.3 Desarrollo asinto´tico para el campo de gauge
Para completar, el desarrollo asinto´tico del te´rmino general de la sumatoria
doble, en el caso del campo de gauge bajo condiciones de contorno tipo bolsa
M. I. T. es
∆6 = a˜(−2) + a˜(0) + a˜(1) + a˜(2) + a˜(3) + a˜(4) + a˜(5) + a˜(6) (A.5)
con a˜(i) de forma similar a las de (A.3). Los correspondientes coeficientes se
extraen de
a˜(−2) = −4νρ+ 4ν2;
a˜(0) =
1
2
νρ−1 − 1
2
ν5ρ−5;
a˜(1) = −3
2
ν5ρ−6 +
3
2
ν7ρ−8;
a˜(2) =
1
32
νρ−3 +
1
4
ν3ρ−5 − 71
16
ν5ρ−7 +
39
4
ν7ρ−9 − 179
32
ν9ρ−11;
a˜(3) =
3
4
ν3ρ−6 − 57
4
ν5ρ−8 + 51ν7ρ−10 − 513
8
ν9ρ−12 +
213
8
ν11ρ−14;
a˜(4) = − 7
256
νρ−5 +
71
32
ν3ρ−7 − 12623
256
ν5ρ−9 +
4135
16
ν7ρ−11 − 136765
256
ν9ρ−13
+
15405
32
ν11ρ−15 − 40573
256
ν13ρ−17;
a˜(5) = − 3
32
νρ−6 +
219
32
ν3ρ−8 − 2973
16
ν5ρ−10 +
21471
16
ν7ρ−12 − 4053ν9ρ−14
+
47517
8
ν11ρ−16 − 67221
16
ν13ρ−18 +
18429
16
ν15ρ−20;
a˜(6) = −2267
8192
νρ−7 +
11687
512
ν3ρ−9 − 1567935
2048
ν5ρ−11 +
3748151
512
ν7ρ−13
−123799981
4096
ν9ρ−15 +
32715993
512
ν11ρ−17 − 148891355
2048
ν13ρ−19
+
21729177
512
ν15ρ−21 − 81840739
8192
ν17ρ−23;
Ape´ndice B
Funciones de Green en
regiones acotadas
B.1 Funcio´n de Green para la bolsa de M. I. T.
La funcio´n de Green del campo fermio´nico bajo condiciones de contorno tipo
bolsa M. I. T. satisface
(i 6∂ ⊗ II)G(x, x′) = δ(3)(~x− ~x′)δ(τ − τ ′)I4 ⊗ II en Ω
[(I + i 6n)⊗ II ]G(x, x′) = 0 en ∂Ω
Antiperiodicidaden [0, β]
(B.1)
donde Ω es una cavidad esfe´rica esta´tica de radio R.
Para la resolucio´n de este problema se seguira´ la l´ınea sen˜alada en [35].
Se propone
G(~x, ~x′; τ) =
1
β
∞∑
n=−∞
e−iωnτG(~x, ~x′;ωn) (B.2)
donde
ωn = (2n+ 1)
pi
β
,
con lo que se satisface la condicio´n de antiperiodicidad.
La ecuacio´n diferencial para los coeficientes es{(
ωnγ
0 + i~γ · ~∇
)
⊗ II
}
G(~x, ~x′;ωn) = δ(3)(~x− ~x′)I4 ⊗ II (B.3)
Como el operador diferencial y los operadores de condiciones de contorno
son proporcionales a la identidad sobre el espacio de isospin, se propone para
la componente espectral G(~x, ~x′;ωn) el mismo comportamiento. En efecto,
los te´rminos proporcionales a las restantes matrices de Pauli son soluciones
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de ecuaciones homogeneas, que podra´n agregarse de ser necesario. A partir
de ahora se evitara´ la mencio´n del ı´ndice de isospin.
Se utiliza para las matrices de Dirac la notacio´n
γ0 = i
(
I 0
0 −I
)
= iρ3 ⊗ I2 ~γ =
(
0 ~σ
−~σ 0
)
= iρ2 ⊗ ~σ
γ5 =
(
0 I
I 0
)
= ρ1 ⊗ I2, (B.4)
donde se sugiere la descomposicio´n en SU(2)ρ ⊗ SU(2)σ
La funcio´n de Green puede construirse considerando la solucio´n del prob-
lema inhomogeneo en todo el espacio, ma´s una solucio´n del problema ho-
mogeneo elegida de modo que se satisfagan las condiciones de contorno. De
este modo se propone
G(~x, ~x′;ωn) = S0(~x, ~x′;ωn) + S˜(~x, ~x′;ωn), (B.5)
donde, en virtud de la descomposicio´n introducida para las matrices de
Dirac,
S0(~x, ~x′;ωn) =
3∑
k=0
ρk ⊗Ak(~x, ~x′;ωn)
S˜(~x, ~x′;ωn) =
3∑
k=0
ρk ⊗ ak(~x, ~x′;ωn).
La ecuacio´n inhomogenea da lugar al sistema
iωnA
3 − ~σ · ~∇A2 = δ(3)(~x− ~x′)I
iωnA
2 + ~σ · ~∇A3 = 0
iωnA
1 + i~σ · ~∇A0 = 0
iωnA
0 + i~σ · ~∇A1 = 0
, (B.6)
de donde se obtienen ecuaciones de Helmholtz.
Resulta A0 = A1 = 0, debido a la ausencia de inhomogeneidad (y a que
se buscan soluciones regulares en todo el espacio). Para las restantes(
∇2 − ω2n
)
A3(~x, ~x′;ωn) = iωnδ(3)(~x− ~x′)I (B.7)
A2(~x, ~x′;ωn) = −~σ ·
~∇
iωn
A3(~x, ~x′;ωn). (B.8)
En la base de los armo´nicos esfe´ricos spinoriales
A3(~x, ~x′;ωn) =
∞∑
j=1/2
j+1/2∑
l=j−1/2
j+1/2∑
l′=j−1/2
j∑
m=−j
A3jll′m(r, r
′;ωn)Φjlm(Ω)Φ
†
jl′m(Ω
′).
(B.9)
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Introduciendo en la ecuacio´n (B.7) se obtiene
A3jll′ = iSnω
2
nδll′fl(i|ωn|r)fl′(i|ωn|r′), (B.10)
donde se ha definido
fl(i|ωn|r) = jl(i|ωn|r)H(r′ − r) + h(1)l (i|ωn|r)H(r − r′).
Para determinar A2 a partir de (B.8) conviene hacer uso de la relacio´n
~σ · ~∇
ωn
gl(i|ωn|r)Φjlm(Ω) = −iSngl¯(i|ωn|r)Φjl¯m(Ω), (B.11)
donde g es cualquier funcio´n esfe´rica de Bessel y l¯ corresponde a la paridad
opuesta a l. Se obtiene
A2(~x, ~x′;ωn) =
∞∑
j=1/2
j+1/2∑
l=j−1/2
j+1/2∑
l′=j−1/2
j∑
m=−j
A2jll′m(r, r
′;ωn)Φjlm(Ω)Φ
†
jl′m(Ω
′),
(B.12)
donde los coeficientes son
A2jll′ = −ω2n|l − l′|fl(i|ωn|r)fl′(i|ωn|r′). (B.13)
Para completar la funcio´n de Green hay que determinar la solucio´n del
problema homogeneo que asegura el cumplimiento de las condiciones de
contorno. Las ecuaciones correspondientes a los coeficientes ai son
iωna
3 − ~σ · ~∇a2 = 0
iωna
2 + ~σ · ~∇a3 = 0
iωna
1 + i~σ · ~∇a0 = 0
iωna
0 + i~σ · ~∇a1 = 0
, (B.14)
definidos para r, r′ ≤ R.
Se propone
ak(~x, ~x′;ωn)
=
∞∑
j=1/2
j+1/2∑
l=j−1/2
j+1/2∑
l′=j−1/2
j∑
m=−j
Ckjll′mjl(i|ωn|r)jl′(i|ωn|r′)Φjlm(Ω)Φ†jl′m(Ω′),
(B.15)
regular en el interior de la cavidad.
De la ecuacio´n diferencial homogenea se obtiene
C2jll′ = iSnC
3
jl¯l′ C
1
jll′ = −SnC0jl¯l′ , (B.16)
mientras que de la imposicio´n de las condiciones de contorno
C0jl¯l′jl¯(ix)i
l−l¯ − C2jll′jl(ix) + ω2|l − l′|h(1)l (ix) = 0 (B.17)
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C1jl¯l′jl¯(ix)i
l−l¯ − iC3jll′jl(ix) + Snω2δll′h(1)l (ix) = 0, (B.18)
donde se introdujo x = |ωn|R.
Despejando los coeficientes se obtiene
C0jll′ = −il¯−lω2nδll′dj(ix) (B.19)
C1jll′ = −il¯−lSnω2nδl¯l′dj(ix) (B.20)
C2jll′ = ω
2
nδl¯l′cj(ix) (B.21)
C3jll′ = −iSnω2nδll′cj(ix), (B.22)
donde se definio´
cj(ix) =
jj−1/2(ix)h
(1)
j−1/2(ix)− jj+1/2(ix)h
(1)
j+1/2(ix)
j2j−1/2(ix)− j2j+1/2(ix)
(B.23)
dj(ix) =
i
(ix)2
j2j−1/2(ix)− j2j+1/2(ix)
. (B.24)
Por u´ltimo, introduciendo la notacio´n
Φjlm(Ω) = 〈Ω|jlm〉 , (B.25)
la funcio´n de Green completa se escribe
G(~x, ~x′; τ) =
1
β
∞∑
n=−∞
e−iωnτG(~x, ~x′;ωn),
G(~x, ~x′;ωn) =
∞∑
j=1/2
j+1/2∑
l=j−1/2
j+1/2∑
l′=j−1/2
j∑
m=−j
τ0 ⊗ {
ρ0 ⊗ (−il¯−lω2nδll′dj(ix)jl(i|ωn|r)jl′(i|ωn|r′)
+ρ1 ⊗ (−il¯−lSnω2nδl¯l′dj(ix)jl(i|ωn|r)jl′(i|ωn|r′)
+ρ2 ⊗
[
ω2nδl¯l′cj(ix)jl(i|ωn|r)jl′(i|ωn|r′)− ω2nδl¯l′fl(i|ωn|r)fl′(i|ωn|r′)
]
+ρ3 ⊗
[
−iSnω2nδll′cj(ix)jl(i|ωn|r)jl′(i|ωn|r′)
+ iSnω2nδll′fl(i|ωn|r)fl′(i|ωn|r′)
]}
× |jlm〉 〈jl′m ∣∣ . (B.26)
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De acuerdo a la expresio´n (3.45), interesan los te´rminos de G(~x, ~x′;ωn)γ0
de traza matricial no nula. Por ser γ0 = iρ3 ⊗ I, so´lo el u´ltimo te´rmino de
(B.26) contribuye a la traza de intere´s
Tr
[
G(~x, ~x′;ωn)γ0
]
= −2Snω2n
∞∑
j=1/2
j∑
m=−j
∫ ∞
0
r2 dr
×
{[
jj+1/2(i|ωn|r)h(1)j+1/2(i|ωn|r)− cj(ix)j2j+1/2(i|ωn|r)
]
+
[
jj−1/2(i|ωn|r)h(1)j−1/2(i|ωn|r)− cj(ix)j2j−1/2(i|ωn|r)
]}
. (B.27)
Para terminar la construccio´n de la traza deben resolverse las integrales
radiales. Una vez hecho e´sto as´ı como las sumas en el ı´ndice m, simples
cambios de notacio´n (j → j+1/2, el pasaje a funciones de Besel modificadas
y la introduccio´n de la derivada logar´ıtmica) conducen a la expresio´n (3.48).
B.2 Funcio´n de Green para el campo vectorial
Segu´n se ha sen˜alado en la Seccio´n 3.3 las diferentes componentes de la
funcio´n de Green puede tratarse separadamente. Por un lado, la compo-
nente tiempo–tiempo corresponde a la funcio´n de Green de un campo es-
calar con condiciones de contorno tipo Neumann. Como esta resulta un caso
particular de lo calculado en la Seccio´n 3.1, se estudiara´ aqui el problema
de las componentes espaciales.
Para ellas
(
∂2 ⊗ I4
)
G(x, x′) = δ(τ − τ ′)δ(3)(~x− ~x′)I3
P⊥G(~α, x′) = 0(
1 +R ∂∂n
)
P‖G(~α, x′) = 0
Periodicidaden [0, β]
, (B.28)
donde P⊥ y P‖ corresponde a los proyectores perpendicular y paralelo a la
superficie de la esfera.
Se propone, utilizando la periodicidad asociada a sistemas boso´nicos,
G(x, x′) =
1
β
∞∑
n=−∞
e−iωn(τ−τ
′)G(~x, ~x′;ωn), (B.29)
donde
ωn =
2pin
β
.
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Al igual que en los casos precedentes, se construye la funcio´n de Green
a partir de
G(~x, ~x′;ωn) = G(0)(~x, ~x′;ωn) + G˜(~x, ~x′;ωn), (B.30)
donde el primer te´rmino corresponde a una solucio´n del problema inhomo-
geneo en todo el espacio, mientras que el segundo es solucio´n de la ecuacio´n
homogenea y se ajusta de modo que se cumplan las condiciones de contorno.
Conviene en este caso utilizar la base de los armo´nicos esfe´ricos vecto-
riales. Sin entrar en detalles algebraicos, las componentes espectrales de la
funcio´n de Green espacial se escriben
G = |j = 0, l = 1,m = 0〉 G010010(r, r′) 〈j = 0, l = 1,m = 0 |
+
∞∑
j,j′=1
j∑
m=−j
j′∑
m′=−j′
j+1∑
l=j−1
j′+1∑
l′=j′−1
|j, l,m〉 Gjlmj′l′m′(r, r′)
〈
j′l′m′
∣∣ , (B.31)
donde
G010010(r, r′)
= Snωn
[
j1(i|ωn|r<)h(1)1 (i|ωn|r>)−
h
(1)′
0 (ix)
j′0(ix)
j1(i|ωn|r)j1(i|ωn|r′)
]
, (B.32)
mientras que
Gjlmj′l′m′(r, r′)
= δjj′δmm′Snωn
[
δll′jl(i|ωn|r<)h(1)l′ (i|ωn|r>)
−
(
aTMj (ix)Q
TM
jll′ + a
L
j (ix)Q
L
jll′ + a
TE
j (ix)Q
TE
jll′
)
jl(i|ωn|r)jl′(i|ωn|r′)
]
.
(B.33)
En la expresio´n anterior se han separado los modos transversal ele´ctrico,
transversal magne´tico y longitudinal. Para ellos, los coeficientes de ajuste
de las condiciones de contorno son
aTMj =
h
(1)
j (ix)
jj(ix)
aLj =
h
(1)′
j (ix)
j′j(ix)
aTEj =
h
(1)
j (ix) + ixh
(1)′
j
jj(ix) + ixj′j(ix)
, (B.34)
que acompan˜an, en cada caso, a las matrices que definen los modos
QTMj =
1
2j + 1
 j + 1 0 −
√
j(j + 1)
0 0 0√
j(j + 1) 0 j

QLj =
1
2j + 1
 j 0
√
j(j + 1)
0 0 0
−√j(j + 1) 0 j + 1

QTEj =
 0 0 00 1 0
0 0 0
 . (B.35)
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